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Dans la suiteK désigne le corpR ou le corpsC et £ est unkK-espace vectoriel.

1 Espaces vectoriels normés

1.1 Distance, norme

Définition :

Une application! : £ x £ — K est unedistancesi :

e Ve,yc Ed(z;y) =0 z=y

o Vz,y € Ed(z;y) =d(y;z)

o Vr,y, z € Fd(x;z) <d(x;y) + d(y; z) (inégalité triangulairg

Définition :

Une application| || : £ x EF — K est unenormesi :
eVzeE|z[|=0<2=0

o VAinK Ve € E ||Ma]| = [\ |z

o Y(z;y) € E? ||z +y| < |lz|| + |ly| (inégalité triangulairg

Proposition :
Ve e EVy € B, |[lzf| = |lylll < llz+ vl
Exemples :
Soit{e;;es;...;e4} la base canonique d&, surR* on définit pour toutr € R*

avecr = x1eq + xaes + . .. + x4€4 1€S NOrmes suivantes :

o No(z) = ||zl]2 = /22 + 23 + ... + 2% (norme euclidienne)
Cette norme dérive du produit scalaire défini par
< zly >= 1y + ToYo + ...+ Tl

o Ni(z) = ||z||s = |z1| + |72| + ... + |x4| (nOrme du chauffeur de taxi new
yorkais car elle correspond pour= 2 a la distance parcourue par un taxi dans
une ville ou les rues sont a angles droits)




e Noo(z) = ||7]| 0 = maz{|x;|/1 < i < d} (norme uniforme ou norme du
joueur d’échec car elle correspond a la distance séparant deux cases pour un
roi du jeu d’échec)

e pourp € [1;+ocf, Ny(z) = ||z|l, = “{/|z1]P + |za]? + ... + |zal? qui
généralise les deux premiéres normes citées.
L'utilisation de I'indice infini pour la norme uniforme vient du fait que celle-ci
s’obtient en prenant la limite de normesn +oc.

Définition :

Un espace vectoridl sur lequel est défini une norme est appeigace vect
toriel normé
On note alorg F; || ||)-

Définition :

On appelle distance induite par une norme suregpace vectoriel norme
(E, || ||) la distancel définie pavz, y € E d(z;y) = ||z — y]|.

1.2 Equivalence de normes

Définition :

Deux normes| || et N sur E sont ditesequivalentess’il existe (m; M) €
R:/Va € B, mlz|| < N(z) < M|

Théoreme :

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes

preuve (peut étre omise en premiére lecture) :

Soit E un espace vectoriel de dimension fidiet|| || une norme suf. Il suffit
de démontrer qu’elle est équivalente a la nothile.

Soit{es;es;...;e,} une base dé.

Ve e E,x = 2?21 xr;e;ona:

2] = (| e daiesll < iy |zalllesll < (i lzaymaa{|ledll/i € {15 .5 d}}.
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On poseM = max{||e;||/i € {1;...;d}}. D'ou ||z|| < M||z||;.

D’autre part|| ||; est continue sur sur la sphére untépour la norme| ||; donc
Im € RY /m = inf{||z|/x € Si}.

Pourz € E on aalorsi- € 5 doncHﬁH > mc'esta direﬁ > m et

]l = mll]]s.

Remarque :

— Ce résultat est faux i’ n’est pas supposé de dimension finie : par exmple,
dansC([a; b]; K), les normed|||; et||||.. ne sont pas équivalentes.

— Le théoréme est faux si le corps de base n'estfpas C.
Par exemple, considérons dap$considéré comme espace vectoriel 8ues
deux normesV, (r;7') = |r| + || et N(r;7') = [r — 1'V/2).
Soit (a,), et(b,), deux suites d’entiers naturels non nuls telles que la suite
(an/b,) converge vers/2.

On ajlvvl(f"f")) — len/bul1 /9] qui tend verstoo quandn tend vers l'infini,
nis¥n b

ce qui montre qu'il n'existe pas de constahttelle queN; < kNs.

2 Ouverts et fermés d’'un espace vectoriel normé

Dans ce qui suitF est unespace vectoriel norm(@; || ||).

2.1 Boules et spheres

Définition :

Soienta € F etr € R*. On appelle :
e boule ouvertale centre: et de rayon- 'ensemble :

B(a;r)={x € E/|z—r| >r}
e boule ferméeale centre: et de rayon I'ensemble :

B(a;r)={x € E |z —r| <r}
e spherede centre: et de rayon- 'ensemble :

S(a;r) ={z € E |a—[l = r}




Définition :

e Une partieA est ditebornéesi elle est incluse dans ubeule ouvertec’est
adiresida € E3r >0A C B(a;r).

e Si A estune partidornégsup ||z — y|| / (z;) € A est appelé leliametre
de A.

2.2 OQuverts, fermés

Définition :

boule ouverteontenu danst, c’est a dire si
Vee A3r >0 B(z;r) C A

On dit aussi qued est unouvertde E.
e Une partieF’ est diteferméesi son complémentaire daisest une partie
ouverte defy. On dit aussi qué” est unferméde £.

Exemples :

e Uneboule ouvertest unouvert

e () et £ sont a la fois fermés et ouverts.
e Uneboule ferméeest unfermé

Preuve :
En effet, soitB(a; ) une boule ouverte de centiest de rayorr. Pour tout point
xdeB(a;r),onallx —al| < r. |l existe donc > 0 tel que||z — al| + ¢ < r(
prendrec = “~12=2ly Par suite, pour tout appartenant &(z; ¢), on a

lo =yl <lla =zl +llz —yll < llz —al +e<r
doncy € B(a;r) d'ou B(x;€) € B(a;r). Cecijustifie que pour tout point de
B(a;r), il existe une boule ouverte centrée en ce point et incluse Bé&ing-)

doncB(a; r) est un ouvert.

Proposition :

e Une partieA est diteouvertesi chacun de ses points est le centre d’'une



Pour tout ensemblé et toute famille(O; )< d’ouvertsde F, U;;O; estun
ouvert

Pour toute famille fini€0; );c(1;....,y d’ouverts N7, O; est unouvert

Pour toute famille finigF; );c .. ..,y defermes Ul F; est unfermé

Pour tout ensemblé et toute famille( F;);; defermésde £, N, F; estun
fermé

Preuve :

Vo € UiesO;, Ji € I, x € O;. PuisqueD; est un ouvert, il existe une boule
ouverte de centre incluse dan$); donc dansJ;c;O;, ce qui justifie que pour
tout point de la réunion de3; pour: € I, il existe une boule ouverte centrée
en ce point et incluse dans cette réunion. Par conséquert®; est un ouvert.
Pour tout élément de l'intersection de®); pouri € {1;...;n}, pour tout

i € {1;...;n}, O; étant un ouvert, il existe une boule ouverte de centee
rayonr; > 0 incluse dan®);. En désignant par le minimum des-; pour

i € {1;...;n}, la boule ouverte de centreet de rayon- est donc incluse dans
Mie{1;....n} QUi €st donc un ouvert.

CUicqr...ny 5 = Niegr,..yCE;. Or lesF; étant fermés, leurs complémentaires
sont fermés et d’aprés les propriétés précédentes l'intersection des
complémentaires est encore un ouvert, ce qui signifie que la réunian det
fermé.

De la méme maniére que précédemment, on montre que le complémentaire
desF; pouri € [ estun ouvert.

2.3 \oisinages

Définition :

Soita € E. On dit qu'une partid/ de E est unvoisinagede a dansk' s'il
existe unouvertO contenant et inclus dand’” ou, de maniére équivalente, |si

Ir >0B(a;r) CV

On noteraVg(a) 'ensemble des voisinages de

Preuve :
Si V est un voisinage de alors il existe un ouver® contenant; et inclus dans
V. Or O étant ouvert et contenaat il existe par définition d’'urouvert une



boule ouvertale centre: contenue dan®. En appelant son rayon on a la
premiere implication.

Réciproquement, s'il existe une boule ouverte de centrede rayorr > 0
contenue dang’, comme une boule ouverte est un ouvérgontient bien un
ouvert contenant.

Propriétés :

Soita € E.
e Toute partie d&v contenant uwvoisinagedea est unvoisinagedea.
e Toute intersection finie deoisinagesle a est encore uroisinagedea.

Preuve :

e SoitW une partie d&2 contenant un voisinageé dea. V' étant un voisinage
dea, il contient une boule ouverte de centret de rayon- qui est aussi
contenue danB/ ce qui assure qui’ est un voisinage de.

¢ Une intersection finie de voisinages @eontient une intersection finie de
boules ouvertes centrées @rkEn prenant le rayon minimum parmi le nombres
fini de rayons, on obtient une boule ouverte centrée enincluse dans
I'intersection des voisinages ce qui assure qu’une intersection finie de
voisinages de est encore un voisinage de

Proposition :

Une partieA de E est unouvertsi et seulement si est unvoisinagede
chacun de ses points.

Preuve :
Immédiat.

Définition :

SoientA une partie d&7 etz € E.
e 1 est unpoint d’accumulationde A si tout voisinage de: dansFE a son
intersection aveel non réduite &, c’est a dire

YV € Vp(z), VNA—z #£0

e 1 est unpoint isoléde A s'il existe un ouverOD de E contenantr et dont
I'intersection avecA se réduit a, c’esta direO N A = {x}.




Proposition :

SoientA une partie d€” etz € A. Il y équivalence entre :

e 1 est un point d'accumulation dé dansF.

e |l existe une suite d’éléments de— {x} convergeant vers.
e Tout voisinage de contient une infinité de points dé.

2.4 Ouverts et fermés relatifs

Définition :

Soit A une partie dev.

e Une partieO de A est diteouverte dansA s'il existe un ouvert/ de E tel
queO =U N A.

e Une partieF' de A est ditefermée dansi s'il existe un fermé@l’ de E tel
queF =W N A.

3 OQuverts et fermés fondamentaux

3.1 Intérieur, adhérence

Définition :

SoientA une partie d& eta un point deA.
e On dit quea est unpoint intérieura A si il existe unvoisinagedea contenu
dansA.

A.
e On dit quea est unpoint adhérenia A si toutvoisinagede a dansE' est
d’intersection non vide aved.

A.

Proposition :

e On appelleintérieur de A et on notejl 'ensemble des points intérieurs|

e On appelleadhérencale A et on noteAd I'ensemble des points adhérents 3
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e L'intérieur d’'une partieA est :
— la réunion desuvertscontenus dand ;
— le plus granduvertcontenu dansi.

e L'adhérence d'une partid est :
— l'intersection deserméscontenant4 ;
— le plus petitfermécontenantA.

Proposition :

SoientA, B deux parties dé/. On a :
A est unouvertsi et seulement si= A.

[ ]

e A estunfermési et seulement sit = A.
e A=A

e ACB=ACB

e AUB=AUB

s ANBCANB

o A=A

° ZlUéCALOJB

Définition :
On appellérontiered’'une partied le complémentaire deititérieurde A dans
I’adhérencele A, c’est a dire :

3.2 Parties denses

Définition :
Une partieA est ditedensedansE si sonadhérencest égale a I'espack,
c'est a dire sid = E.

Exemple :
Q est dense darig.




4 Indépendance par rapport aux normes

Remarque :

Les boules, les ouverts, les fermés, les points adhérents ou intérieurs a une partie
sont définis a partir d’'une norme pour un espace vectoriel normé.

Or, un espace vectoriel normé peut étre muni de plusieurs normes.

Il se pose alors la question de savoir si le fait de changer de norme changera la
nature des objets ainsi définis.

On a vu que toutes lesrmes sont équivalentéans un espace vectoriel normé

de dimension finie, cela signifie quenation d’ouverts, de fermés, de points
adhérents, de points intérieurs, mais aussi de limite de suites dépend uniquement
de I'espace et pas de la norme choisie

Cela permet en particulier de choisir la norme la mieux adaptée a la situation
étudiée.
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