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Dans toute la suite, on se donne une suite(un)n de nombres réels.

1 Définitions

Définition :

• Une suite(un)n estmajorées’il existe un nombre réelM tel que pour tout
entiern un ≤ M .

• Une suite(un)n estminorées’il existe un nombre réelm tel que pour tout
entiern un ≥ m.

• Une suite(un)n estbornéesi elle estmajoréeet minorée, c’est à dire si
∃(m; M) ∈ R2, ∀n ∈ N, m ≤ un ≤ M .

Définition :

• Une suite(un)n estcroissantesi pour tout entiern, un ≤ un+1.
• Une suite(un)n estdécroissantesi pour tout entiern, un+1 ≤ un.
• Une suite(un)n eststationnairesi il existe un entierN tel que pour tout

entiern ≥ N, un = uN .
• Une suite(un)n estmonotonesi elle estcroissanteoudécroissante.

définition :

Une propriétéP (n) est vraieà partir d’un certain rangs’il existe un entierN
tel que pour tout entiern ≥ N P (n) est vraie.

Définition :
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• On dit que(un)n tend vers(ouconvergeoua pour limite) l ∈ R ssi

∀ε, ∃N, ∀n ≥ N, |un − l| < ε

• Une suite pour laquelle il existe un réell tel que la suite converge versl est
diteconvergente. Une suite qui ne converge pas est ditedivergente.

• On dit que(un)n tend vers(oudiverge versa pour limite) +∞ (resp.−∞)
ssi

∀M ∈ R,∃N ∈ N,∀n ≥ N, un ≥ M

(resp.∀M ∈ R,∃N ∈ N,∀ ≥ N, un ≤ M)

Proposition :

Si (un)n a unelimite l alors elle est unique . On la notelimn→+∞ ou limn.

preuve :
Nous ne traitons que le cas où(un)n possède deuxlimites finies distinctesl et l′.
Il existe alorsε > 0 tel que]l − ε; l + ε[∩]l′ − ε; l′ + ε[= ∅.
Comme(un)n tend versl, ∃ ∈ N/∀n ≥ N, un ∈]l − ε; l + ε[ ;.
De même,∃N ∈ N/∀n ≥ N ′, un ∈]l′ − ε; l′ + ε[.
Par conséquent,∀n ≥ max(N, N ′), un ∈]l − ε; l + ε[∩]l′ − ε; l′ + ε[ :
contradiction.

Proposition :

Toute suite réelle(un)n convergentevers un réell estbornée.

Preuve :
Puisque(un)n estconvergenteversl, pourε = 1, il existe un entiern tel que
pour tout entiern supérieur ou égal àN on a|un − l| < 1 donc−1 < un − l < 1
ou encorel − 1 < un < l + 1. Par conséquent, on a pour tout entiern,
un ≤ max{u0; u1; . . . ; uN−1; l + 1} etun ≥ max{u0; u1; u2; . . . ; uN−1; l − 1}.

2 Opérations sur les suites convergentes ou diver-
gentes

Proposition :
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Soientλ ∈ R, (un)n et (vn)n deux suites réelles etl, l′ ∈ R. On suppose que
(un)n convergeversl.
• Si (vn)n convergeversl′, alors(un + vn)n convergeversl′.
• alors(λun)n convergeversλl.
• Si (vn)n estbornée, alors(unvn)n convergevers0.
• Si (vn)n convergeversl′, alors(unvn)n convergeversll′.
• Si l′ 6= 0 et (vn)n convergevers l′, alors (un

vn
)n est définieà partir d’un

certain ranget convergevers l
l′
.

Preuve :

• Pour toutε strictement positif,(un)n étantconvergente,
∃N1 > 0, ∀n ≥ N1, |un − l| < ε

2
. De même,(vn)n étantconvergente,

∃N2 > 0, ∀n ≥ N2, |vn − l| < ε
2
.

Par suite,∀n ≥ max N1; N2, |un + vn − (l + l′)| < |un − l|+ |vn − l′| < ε ce qui
montre que la suite(un + vn)n convergeversl + l′.

• Même méthode que précédemment.

• (vn)n étantbornée, il existeM > 0 tel que pour tout entiern, on avn inférieur
ou égal àM .
Comme(un)n convergevers 0, pour toutε strictement positif, il existe un entier
N tel que pour tout entiern supérieur àN on a|un − 0| < ε

M
.

D’où |unvn| < ε
M

M ce qui montre que(unvn)n estconvergentevers 0.

• Soit ε > 0. (un)n et (vn)n étantconvergentes, elles sont respectivementbornées
par deux réelsM etM ′. On a pour tout entiern,
|unvn − ll′| = |unvn − unl

′ + l′un − ll′| < |un||(vn − l′)|+ |l′||un − l| puis
M |vn − l′|+ |l′||un−l|. On utilise ensuite la définition de laconvergencedes
deux suites pourmajorer|un − l| par ε

2|l′| et |vn − l′| par ε
2M

.

• l′ 6= 0 implique que|l′| > 0.
Comme(vn)n convergeversl′, pourε = |l′|

2
, il existe un entierN tel que pour

tout entiern supérieur ou égal àN on a|vn − l′| < |l′|
2

. Avec

||vn| − |l′|| < |vn − l′| on obtient donc||vn| − |l′|| < |l′|
2

c’est à dire

0 < |l′| − |l′|
2

< ||vn| ce qui assure que pour toutn supérieur ou égal àN , la suite
(vn)n est bien définie.
Pour montrer la convergence, on utilise le fait que pour toutn entier supérieur ou
égal àN , | 1

vn
− 1

l′
| = | l′

vnl′
− vn

vnl′
|. (vn)n est minorée carconvergentepar un

nombrem supérieur à 0 strictement à partir d’un certain rang. La convergence de
(vn)n permet alors d’assurer que la quantitée ci-dessus peut-être rendue aussi
petite que l’on veut ce qui justifie la convergence de( 1

vn
)n vers 1

l′
. On utilise

ensuite le produit de(un)n par( 1
vn

)n pour obtenir la convergence de(un

vn
)n vers l

l′
.
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Proposition :

Soient(un)n et (vn)n deux suites réelles avec(un)n qui tend vers+∞.
• Si (vn)n estminoréealors(un + vn)n tend vers+∞.

Ceci est donc vrai en particulier si(vn)n tend vers+∞ ou (vn)n converge
vers une limite finiel′ ∈ R.

• S’il existe un réel strictement positifM tel queà partir d’un certain rangles
termes de la suite(vn)n sont tous supérieurs àM , alors(unvn)n tend vers
+∞.
Ceci est donc vrai en particulier si(vn)n tend vers+∞ ou (vn)n converge
vers une limite finiepositivel′ ∈ R.

• ( 1
un

)n convergevers 0.

3 Suites extraites et valeurs d’adhérence

Définition :

On appellesuite extraite(ou sous suite) de (un)n une suite dont le terme
général estuφ(n) oùφ est une application strictement croissante deN dans lui
même.

Définition :

Soita ∈ R∪{−∞; +∞}. On dit quea est unevaleur d’adhérencede la suite
(un)n ssi

∀ε > 0,∀N ∈ N,∃n ≥ N, |un − a| < ε

Proposition :

Les assertions suivantes sont équivalentes :
• a est unevaleur d’adhérencede la suite(un)n ;
• tout intervalle de la forme]a− ε; a + ε[ avecε > 0 contient une infinité de

termes de la suite(un)n ;
• il existe unesous suitede(un)n tendant versa.

Preuve :

5



• Si a est unevaleur d’adhérence, soitε > 0 donné, pour
N = 1,∃n ≥ N/|un − a| < ε, i.e., un ∈]a− ε; a + ε[. On poser1 = n.
Supposonsrk construit pour toutk ≤ n, vérifiant∀k ≤ n, uk ∈]a− ε; a + ε[ et
∀k ≤ n + 1, rk+1 > rk.
Alors pourN = rn,∃p ≥ N/|up − a| < ε. On posern+1 = p.
Par récurrence, on a donc construit une suite infinie de termesun tous distincts
et vérifiantun ∈]a− ε; a + ε[.

• S’il existe une infinité de termes de la suite dans]a− ε; a + ε[, soitup tel que
|up − a| < 1, on poseφ(1) = p.
Supposons construite pour toutk ≤ n unesous suite(uφ(k)) telle que
∀k ≤ n, |uφ(k) − a| < 1/k, alors pour
ε = 1/(n + 1),∃r > φ(n)/|ur − a| < 1/(n + 1)
Ainsi on construit par récurrence une soussuite extraitede(un) qui tend vers
a : en effet, Soitε > 0,∃k ∈ N∗/ 1

k
< ε et∀n ≥ k, |uφ(n) − a| < 1

n
≤ 1

k
< ε.

• S’il existe unesous suite(uφ(n))n qui tend versa, alors pour toutε strictement
positif et pour toutN ∈ N, il existep ∈ N tel que∀n ≥ p, |uφ(n) − a| < ε
donc,∀n ≥ max(N, p), |uφ(n) − a| < ε

Remarque :
Un pointa estadhérentà une partieA deR ssi tout intervalle de la forme
]a− ε; a + ε[ avecε > 0 contient un point deA.
Il ne faut pas confondre icivaleur d’adhérencede la suite(un)n etpoint adhérent
à l’ensemble{un/n ∈ N} : toutevaleur d’adhérencede la suite estpoint adhérent
à{un/n ∈ N}. mais la réciproque est fausse : ainsi toute valeurup de la suite est
adhérentà{un/n ∈ N} mais n’est pas en généralvaleur d’adhérencede(un)n.

Proposition :

(un)n tend vers unelimite l ssi toutesuite extraitetend versl.

Preuve :
Si toutesuite extraitetend versl, en particulier(un)n tend versl.
Réciproquement, si(un)n tend versune limitel que l’on supposera finie, les
autres cas se démontrant de la même manière, on se donne unesuite extraite
(uφ(n))n de la suite(un)n.
Alors ∀ε > 0,∃p ∈ N,∀n ≥ p, |un − l| < ε donc,φ étant strictement croissante
deN dansN on aφ(n) > n pour toutn ∈ N et donc|uφ(n) − l| < ε pour tout
n > p.

Exemple :
(un)n définie parun = sin(nπ

7
) n’est pasconvergente.
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Preuve :
En effet,u14n = sin(14nπ

7
) = sin(2nπ) = 0 pour toutn ∈ N donc(u2n)n

convergevers 0 alors que
u14n+1 = sin( (14n+1)π

7
) = sin(2nπ + π

7
) = sin(π

7
)(−1)2n = sin(π

7
) pour tout

n ∈ N et (u14n+1)n convergedonc verssin(π
7
).

Exemple :
(un)n convergeversl ssi lessuites extraites(u2n)n et (u2n+1)n convergent versl.

Preuve :
La condition nécessaire est évidente d’après la proposition III. Supposons donc
que(u2n)n et (u2n+1)n tendenttoutes les deux vers la même limitel.
∀ε > 0,∃N1 ∈ N/∀n ≥ N1, |u2n−1 − l| < ε et∃N2 ∈ N/∀n ≥ N2|u2n+1 − l| < ε
On poseN = max{2N1; 2N2 + 1}. Pour toutn ≥ N , si n est pair alorsn = 2k
etk ≥ N1 donc|u2k − l| = |un − l| < ε sinonn est impair,n = 2k + 1, k ≥ N2

donc|u2k+1 − l| = |un − l| < ε

4 Comparaison de suites et limites

Proposition :

Soient(un)n une suite réelleconvergente, l ∈ R sa limite eta ∈ R.
• S’il existe N1 ∈ N tel que pour toutn supérieur ou égal àN1, un est

supérieur ou égal àa, alorsl est supérieure ou égale àa.
• S’il existe N2 ∈ N tel que pour toutn supérieur ou égal àN2, un est

inférieur ou égal àa, alorsl est inférieure ou égale àa.

Théorème "de la limite monotone" :

Si (un)n estcroissante(resp.décroissante) alors : limn = supn{un} (resp.
infn{un}) et (un)n estconvergentessi elle estmajorée(resp.minorée).

Preuve :
Par définition de la borne supérieure,
∀ε > 0,∃N ∈ N, supn{un} − ε ≤ uN ≤ supn{un} donc,(un)n étantcroissante,
∀n ≥ N, supn{un} − ε ≤ uN ≤ un ≤ supn{un}. Même type de preuve pour le
casdécroissant.
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Théorème "des gendarmes" :

Soient(xn)n, (un)n et (yn)n trois suites réelles.
• Si (xn)n et (yn)n convergentvers la même limitel et si ∃N ∈ N,∀n ≥

N, xn ≤ un ≤ yn, alors(un)n convergeversl.
• Si (xn)n divergevers +∞ et ∃N ∈ N,∀n ≥ N, xn ≤ yn alors (yn)n

divergevers+∞
• Si (yn)n divergevers−∞ et ∃N ∈ N,∀n ≥ N, xn ≤ yn alors (xn)n

divergevers−∞

preuve :
• Soit ε > 0. limn xn = l donne l’existence deN ′ ∈ N′,∀n ≥ N ′, xn ≥ l − ε

limn yn = l donne l’existence deN ′′ ∈ N,∀n ≥ N ′′, yn ≤ l + ε Pour tout
n ≥ max{N ; N ′; N ′′} on a doncl − ε ≤ xn ≤ un ≤ yn ≤ l + ε.

• SoitM ∈ R, commelimn xn = +∞, ∃N ′ ∈ N,∀n ≥ N ′, xn ≥ M donc pour
toutn ≥ max{N ; N ′} on aun ≥ xn ≥ M .

• SoitM ∈ R, commelimn yn = −∞, ∃N ′′ ∈ N,∀n ≥ N ′′, yn ≤ M donc pour
toutn ≥ max{N ; N ′′} on aun ≤ yn ≤ M .

Proposition :

Soient(un)n et (vn)n deux suites réelles. Sià partir d’un certain rangun ≤ vn

et si(un)n tend vers+∞, alors(vn)n tend vers+∞.

5 Suites adjacentes

Définition :

Deux suites réelles(un)n et (vn)n sont ditesadjacentessi les deux suites sont
monotones, l’une croissante, l’autre décroissanteet si (un − vn)n converge
vers 0.

Proposition :

Deux suitesadjacentessontconvergentesvers une limite commune.

Théorème des segments emboîtés :
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Soit (In)n une suite de segmentsIn = [an; bn] tels que
• pour toutn ∈ N, In+1 ⊂ In ;
• (bn − an)n convergevers 0.
Alors il existe un réell ∈ R tel que∩In = {l}.

Preuve :
Du fait que pour tout entiern, In+1 ⊂ In on déduit quean+1 ≥ an et bn+1 ≤ bn.
La suite(an)n est donc croissante, la suite(bn)n décroissante. En outre,
(bn − an)n converge vers à donc les suites(an)n et (bn)n sont adjacentes et sont
donc convergentes vers une limite communel.
S’il existeN ∈ N tel quel /∈ IN , alorsl > bN ou l < aN . On peut supposer que
l < an, le raisonnement serait identique dans l’autre cas. Il existe doncε > 0 tel
que pour toutn ≤ N, l + ε < aN < an c’est à direl − an > ε ce qui impose que
(an)n ne converge pas versl en contradiction avec ce qui a été justifié
précédemment. Par conséquent∀n ∈ N, l ∈ ∩In.
Soit l′ 6= l, alors il existeε > 0 tel que|l − l′| > ε. Or (bn − an)n étant
convergente vers 0, il existeN tel que|bN − aN | < ε

2
. Si l′ ∈ IN alors

|l− l′| < |l− aN |+ |l′ − aN | < ε
2

+ ε
2

< ε, contrairement à ce qui précède. Donc
l′ /∈ In et∩In = {l}.

Théorème "de Bolzano-Weierstrass" :

De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire unesous suiteconver-
gente.

preuve :
Soit (un)n une suite bornée. Il existeM ∈ R tel que−M ≤ un ≤ M .
Construisons une suite(In)n d’intervalles de la forme[an; bn] vérifiantIn

contient une infinité de termes de la suite(un)n, le diamètreδ(In) ≤ 1
2n (b0 − a0)

où δ(In) désigne le diamètre deIn et In+1 ⊂ In.
On posea0 = −M , b0 = M et doncI0 = [−M ; M ] qui vérifie de manière
évidente les trois conditions précédentes.
SupposonsIk = [ak; bk] construit jusqu’à un rangn.
Alors [an; an+bn

2
] ou [an+bn

2
; bn] contient une infinité de termes de la suite(un)n.

Si [an; an+bn

2
] contient une infinité de termes de la suite, on posean+1 = an et

bn+1 = an+bn

2
sinon on posean+1 = an+bn

2
et bn+1 = bn.

Dans les deux cas,In+1 ⊂ In et
bn+1 − an+1 = bn−an

2
≤ 1

2
1
2n (b0 − a0) ≤ 1

2n+1
(b0 − a0) doncIn+1 vérifie les trois

conditions énoncées.
Par récurrence on construit donc la suite(In)n.

9



Construisons ensuite une sous suite(uϕ(n))n de la suite(un)n telle que
∀n ∈ Nuϕ(n) ∈ In.
On poseϕ(0) = 0 et de manière évidenteu0 ∈ I0 = [a0; b0]
Supposons construite jusqu’à un rangn, ϕ(k)/0 ≤ k ≤ n vérifiant
∀k ≤ n− 1, ϕ(k + 1) > ϕ(k) et∀k ∈ {0; . . . ; n}ϕ(k) ∈ Ik.
On aIn+1 ⊂ In et In+1 possède une infinité de termes de la suite(un)n. Il existe
doncp > ϕ(p)/up ∈ In+1. On pose alorsϕ(n + 1) = p. et qui vérifie les
conditions voulues. Par récurrence, on construite donc la suite(uϕ(n))n.
Par construction, cette sous suite converge vers∩In qui est un singleton{l} avec
l ∈ R d’après le théorème des segments emboîtés.
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