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Dans toute la suite, on se donne une s(itg,, de nombres réels.

1 Définitions

Définition :

e Une suite(u,),, estmajorées’il existe un nombre réel/ tel que pour tout
entiern u,, < M.

e Une suite(u,), estminorées’il existe un nombre réeh tel que pour tout
entiern u,, > m.

e Une suite(u,), estbornéesi elle estmajoréeet minorée c’est a dire si
Im; M) e R?, Vn e N, m <u, < M.

Définition :

Une suite(u, ), estcroissantesi pour tout entier, w,, < .

Une suite(u, ), estdécroissantesi pour tout entier, w, .1 < u,.

Une suite(u, ), eststationnairesi il existe un entietN' tel que pour tout
entiern > N, u,, = uy.

Une suite(u,),, estmonotonesi elle estcroissanteou décroissante

définition :

Une propriété(n) est vraiea partir d’'un certain rangs'il existe un entietV
tel que pour tout entiet > N P(n) est vraie.

Définition :



e On dit que(u,), tend vergou convergeou a pour limitg [ € R ssi
Ve, AN,Yn > N, |u, — | < €

e Une suite pour laquelle il existe un rdekl que la suite converge vefrgst
dite convergenteUne suite qui ne converge pas est ditesrgente
e Ondit que(u,), tend vergoudiverge vers pour limite) +oo (resp.—oo)
SSi
VM e R,dN e N,Vn > N,u, > M

(respvYM € R,AN e N,V > N, u,, < M)

Proposition :

| Si(u,), aunelimite [ alors elle est unique . On la ndfen,,_ ;o oulim,. |

preuve :
Nous ne traitons que le cas 6w, ),, possede deutimitesfinies distinctes et!’.
Il existe alorse > 0 tel quell — ¢;1 + €[]I — ;1" + ¢[= 0.

Comme(u,,), tend verd, 3 € N/Vn > N, u,, €]l —€;1 + €[;.

De mémedN € N/Vn > N’ u, €]l' — &' + €.

Par conséquentn > max(N, N'),u, €]l — ;1 + e[N]l' — ;1" + €[ :
contradiction.

Proposition :

] Toute suite réelléu,, ), convergenterers un réel estbornée \

Preuve :

Puisqug(u, ), estconvergentaersl, poure = 1, il existe un entier tel que
pour tout entier, supérieur ou égal & on alu,, —I| < 1donc—1 < w, —1 <1
ou encord — 1 < u,, < [+ 1. Par conséquent, on a pour tout entier

uy, < max{ug;ug; ... uy_1;0 + 1} etu, > max{ug; uq;us;. .. ;un_1;1 — 1}.

2 Opérations sur les suites convergentes ou diver-
gentes

Proposition :



D

Soient) € R, (uy,), et (v,), deux suites réelles étl’ € R. On suppose qu

(uy,), convergeversl.

e Si(v,), convergevers!’, alors(u,, + v,), convergevers!'.

e alors(\u,,), convergeversl.

e Si(v,), estbornéealors(u,v,), convergeverso.

e Si(v,), convergevers!’, alors(u,v,), convergeversil’.

e Sil' # 0 et(v,), convergeversl’, alors(;*), est définiea partir d’'un
certain ranget converga/ersli,.

Preuve :

e Pour toute strictement positif(u,, ),, étantconvergentg
dN, >0, Vn > Ny, |u, — | < 5. De méme(v,), étantconvergentg
dN; >0, Vn > Ny, |v, — | < 5.
Par suiteyn > max Ny; No, |u, + v, — (1 +1")] < |u, — ] + v, — '] < € Ce qui
montre que la suitéu,, + v,,), convergeversi + ['.

e Méme méthode que préecédemment.

e (v,), étantbornéeil existe M > 0 tel que pour tout entiet, on av,, inférieur
ou égal aM!.
Comme(u,,), convergevers 0, pour tout strictement positif, il existe un entier
N tel que pour tout entiet supérieur aV on alu, — 0] < 47.
Dol |u,v,| < 57 M ce qui montre quéu,v, ), estconvergenteers 0.

e Soite > 0. (u,), et(v,), étantconvergenteslles sont respectivemembrnées
par deux réeld/ et M’. On a pour tout entiet,
[ unv, — | = |upvn — upl + Vuy — | < |ug||(vn = U)] + |U'||un — | puis
Mv, —U'| + |I'||un—I|. On utilise ensuite la définition de tpnvergenceles

: : ,
deux suites poumajorer|u,, — | par 5 et v, —I'| parss; .

e [' # 0implique que|l’| > 0.
Comme(v,,), convergevers!’, poure = % il existe un entierV tel que pour
tout entiern supérieur ou égal & on ajv,, — I'| < "—2' Avec
llon| = ||| < |vn, — I'| ON obtient dong|v,,| — |I'|| < Q c’est a dire
0<|l'| = ”2—' < ||vn| ce qui assure que pour toutsupérieur ou égal &, la suite
(v, ), €st bien définie.
Pour montrer la convergence, on utilise le fait que pour toemtier supérieur ou
égal aN, |- — 7| = |5 — 22|. (vn), est minorée caconvergentgar un
nombrem supérieur a 0 strictement a partir d’'un certain rang. La convergence de
(vn)n permet alors d’assurer que la quantitée ci-dessus peut-étre rendue aussi
petite que I'on veut ce qui justifie la convergence(ghe)n versll,. On utilise

ensuite le produit déu,,),, par(%)n pour obtenir la convergence dg*),, versy.
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Proposition :

Soient(u,), et(v,), deux suites réelles avée, ),, qui tend verstoco.

e Si(v,), estminoréealors(u, + v,), tend verstoo.

Ceci est donc vrai en particulier &t,,),, tend vers+oo ou (v, ), converge
vers une limite finig’ € R.

e S’il existe un réel strictement positiff tel quea partir d’un certain rankgs
termes de la suitév,,),, sont tous supérieurs &, alors(u,v,), tend vers
“+00.

Ceci est donc vrai en particulier &t,,),, tend vers+oo ou (v, ), converge
vers une limite finigpositivel’ € R.
* (- )n cONvergevers 0.

3 Suites extraites et valeurs d’adhérence

Définition :

On appellesuite extraite(ou sous suity de (u,), une suite dont le terme
general estiy(,) OU ¢ est une application strictement croissantéNdgans Iui
méme.

Définition :

Soita € RU{—o00; +o0}. On dit quen est unevaleur d’adhérencele la suite
() SSI
Ve > 0,YN € N,dn > N, |u, —a| <€

Proposition :

Les assertions suivantes sont équivalentes :

e q est unevaleur d’adhérencde la suite(u,,),, ;

e tout intervalle de la formé: — ¢; a + €] avece > 0 contient une infinité de
termes de la suitéu,,),, ;

e il existe unesous suitale (u,),, tendant vers.

Preuve :



e Sia est unevaleur d’adhérengesoite > 0 donné, pour
N =1,3n > N/|u, — a| < ¢,i.e.,u, €]a — € a+ ¢. On poser; = n.
Supposons;, construit pour touk < n, vérifiantVk < n,u; €la — €;a + €[ et
Vk <n+ 1,11 > 1.
Alors pourN = r,,3p > N/|u, — a| < €. On poser,, 11 = p.
Par récurrence, on a donc construit une suite infinie de teamtsus distincts
et vérifiantu,, €ja — €;a + €.

¢ S'il existe une infinité de termes de la suite dans- €; a + €|, soitu, tel que
lu, —a| < 1, on poses(l) = p.
Supposons construite pour tout n unesous suitguy,) ) telle que
VE < n, |lugy — a| < 1/k, alors pour
e=1/(n+1),3r > ¢(n)/|u, —al <1/(n+1)
Ainsi on construit par récurrence une sguste extraitede (u,,) qui tend vers
a : en effet, Soit > 0,3k € Nx/1 < cetVn >k, lugm) —a| <+ < 1 <e.

o S'il existe unesous suitdu(,)), qui tend vers, alors pour tout strictement
positif et pour toutV € N, il existep € N tel quevn > p, |[ugn) —al < €
donc,vn > max(N,p), |ugm) — al < €

Remarque :

Un pointa estadhérena une partied deR ssi tout intervalle de la forme

la — €, a + €[ avece > 0 contient un point del.

Il ne faut pas confondre icialeur d’adhérencde la suitg(u,,),, etpoint adhérent
alensemble{u, /n € N} : toutevaleur d’adhérencde la suite espoint adhérent
a{u,/n € N}. mais la réciproque est fausse : ainsi toute valgute la suite est
adhérent {u,/n € N} mais n'est pas en genéradleur d’adhérencde (u,,),,.

Proposition :

| (un). tend vers unéimite [ ssi toutesuite extraitdend vers. |

Preuve :

Si toutesuite extraiteéend verd, en particulier(u,,),, tend verg.
Réciproquement, siu,),, tend veraune limite/ que I'on supposera finie, les
autres cas se démontrant de la méme maniere, on se dongeitenextraite
(Ug(n))n de la suite(uy, ).

Alors Ve > 0,3p € N,Vn > p, |u, — [| < e donc,¢ étant strictement croissante
deN dansN on a¢(n) > n pour toutn € N et donc|ug,,) — I| < e pour tout

n > p.

Exemple :
(un), définie pam,, = sin(**) n’est pasonvergente

6



Preuve :

En effet,u4, = sin(¥2%) = sin(2n7) = 0 pour toutn € N donc(ua,),
convergevers 0 alors que

Ulant1 = sin(@) = sin(2nm + %) = sin(¥)(—1)** = sin(Z) pour tout

n € N et (u14n41)n CONvergedonc verssin(7).

Exemple :
(un)n cONvergeversl ssi lessuites extraitegus, ), et (ua,11), CONVergent vers

Preuve :

La condition nécessaire est évidente d’apres la proposition Ill. Supposons donc
que(usp)n et(ua,+1), tendentoutes les deux vers la méme limite

Ve > 0,3dN; € N/Vn > Ny, |lugp—1 — 1] < eetaN, € N/Vn > Nolugn1 — 1] <€

On poseN = max{2N;;2N, + 1}. Pour touth > N, sin est pair alors. = 2k

etk > Ny donclug, — I| = |u, — l] < e sinonn estimpairn =2k + 1,k > N,
donclugki1 — | = |u, — 1| <€

4 Comparaison de suites et limites

Proposition :

Soient(u,), une suite réelleonvergentgl € R sa limite eta € R.

e Sl existe N; € N tel que pour tout: supérieur ou égal &1, u,, est
supérieur ou égal @, alors/ est supérieure ou égalera

e S'il existe N, € N tel que pour tout: supérieur ou égal &>, u,, est
inférieur ou égal a, alors! est inférieure ou égalea

Théoréme "de la limite monotone" :

Si (uy,), estcroissantgresp.décroissandealors :lim,, = sup,{u,} (resp.
infn{u,}) et(u,), estconvergentssi elle estnajorée(resp.minorég.

Preuve :

Par définition de la borne supérieure,

Ve > 0,3N € N, sup,{u,} — € < uy < sup,{u,} donc,(u,), étantcroissante
Vn > N, sup,{u,} — e <uy < wu, < sup,{u,}. MEme type de preuve pour le
casdécroissant



Théoréme "des gendarmes" :

Soient(z,,)y,, (u,)n €t (y,)n trois suites réelles.

e Si(z,), et (y,), convergenwers la méme limitd et sidN € N,Vn >
N, z, <wu, <y,, alors(u,), convergeversl.

e Si(z,), divergevers+oco etdN € N,Vn > N,z, < y, alors(y,),
divergevers+oo

e Si (y,), divergevers —co et 3N € N,Vn > N,z, < y, alors(z,),
divergevers—oo

preuve :

e Soite > 0. lim,, z,, = [ donne I'existence d&”’ ¢ N'.Vn > N’ z, > — ¢
lim,, y, = [ donne I'existence d&"” € N,Vn > N” vy, <[+ e Pour tout
n > max{N;N';N"}onadond — e <z, <u, <y, <l+e

e Soit M € R, commelim,, z,, = +oo, AN’ € N,Vn > N’ x,, > M donc pour
toutn > maz{N; N'} onau, >z, > M.

e Soit M € R, commelim,, y,, = —oo, AN” € N,Vn > N” y,, < M donc pour
toutn > maz{N; N"} on au, <y, < M.

Proposition :

Soient(u,),, et(v,), deux suites réelles. Sipartir d’'un certain rang,, < v,
et si(u,), tend verstoo, alors(v, ), tend vers+oc.

5 Suites adjacentes

Définition :

Deux suites réellegu,),, et(v,), sont ditesadjacentesi les deux suites sont
monotonesl’'une croissantel'autre décroissantet si (u,, — v,), converge
vers 0.

Proposition :

] Deux suitesadjacentesontconvergentesers une limite commune.

Théoreme des segments emboités :



Soit(I,), une suite de segmenis = [a,; b,] tels que
e pourtoutn € N, I, C I,;

e (b, — ay), convergevers 0.

Alors il existe un réel € R tel quen/, = {l}.

Preuve :

Du fait que pour tout entiet, 7,,.; C I,, on déduit quei,, .1 > a, etb,,1 < b,.
La suite(a,),, est donc croissante, la sulite, ),, décroissante. En outre,

(b, — a,), converge vers a donc les suites ),, et (b, ), sont adjacentes et sont
donc convergentes vers une limite commune

S’il existe N € N tel quel ¢ I, alorsl > by oul < ay. On peut supposer que
[ < a,, le raisonnement serait identique dans l'autre cas. Il existe dong tel
que pourtou < N, [+ € < ay < a, C'esta dire — a, > € ce qui impose que
(a,), Ne converge pas veten contradiction avec ce qui a été justifié
précédemment. Par conséqueénte N, [ € NI,,.

Soit!’ # [, alors il exister > 0 tel que|l — I'| > €. Or (b,, — a,,), €tant
convergente vers 0, il exist¥ tel que|by — ay| < 5. Sil’ € Iy alors

1=V < |l —an|+|I' —an| < §+ § < ¢, contrairement a ce qui précede. Donc
I'¢ I, etnl, ={l}.

Théoreme "de Bolzano-Weierstrass" :

De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraireausesuiteonver-
gente

preuve :

Soit (u,), une suite bornée. Il exist¥/ € R tel que—M < u,, < M.
Construisons une suitd,),, d’'intervalles de la forméu,,; b,,| vérifiant I,
contient une infinité de termes de la suitg ),,, le diamétrej(1,,) < 5= (by — ao)
ou(I,) désigne le diameétre dg et ], .1 C I,.

On poseyy = —M, by = M etdoncly = [—M; M| qui vérifie de maniére
évidente les trois conditions précédentes.

Supposong;, = [ay; b| construit jusqu’a un rang.

Alors [a,,; 22£te] ou [222t2 . p, | contient une infinité de termes de la suite ).,
Si[ay; %] contient une infinité de termes de la suite, on pgse = a,, et
bpy1 = 22t sinon on pose,, ;1 = 2t etb, ;= b,.

Dans les deux ca$, ;1 C I, et

byt — A1 = 252 < 1 L(bg — ag) < 5 (bo — ao) donc,,,, vérifie les trois
conditions énonceées.

Par récurrence on construit donc la suyitg),,.




Construisons ensuite une sous sulitg,, ),, de la suite(u,,),, telle que

Vn € Nuw(n) e I,.

On posep(0) = 0 et de maniére évidentg € Iy = [ao; bo|

Supposons construite jusqu’a un range(k)/0 < k < n vérifiant
VE<n—1¢k+1)>@(k)etvk € {0;...;n}tp(k) € I.

Onal, C I, etl,,; possede une infinité de termes de la stitg),,. Il existe
doncp > ¢(p)/u, € I,11. On pose alorg(n + 1) = p. et qui vérifie les
conditions voulues. Par récurrence, on construite donc la @uite)),,.

Par construction, cette sous suite converge wdrsqui est un singletorl} avec
[ € R d’apreés le théoréme des segments emboiteés.
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