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Dans ce qui suit, on considere un cofps= RouC.

1 Suites arithmétiques

Définition :

Unesuite arithmétiquest donnée par son premier termeet sa raison :

Vn € N, up1 =up, + 7
ug € K

Proposition :

e Vn e Nwu, =uy+nr
o Ug U+ o Uy = (14 D) + ) — () (o)

Preuve :

Par récurrence, les deux propriétés sont trivialement vraies awmran@ Si

elles sont vraies au range N,on a:

Upp1 = Uy + 7 =ug+nr+r=ug+ (n+ 1)ret

Ui+ . AUy = (n+1)u0+rw+un+1 = (n+1)u0+r@+uo—l—(n+l)r =
(n + 2)ug + 20t 20050 — (5 4 9y 2HA42) Donc les propriétés sont
vraies au rang + 1 et par récurrence, elles sont donc vraies pourtogtN.

2 Suites geomeétrigues

Définition :

Unesuite géométriquest donnée par son premier termeet sa raisor (non
nulle en général) :

Vn € N, uy1 = quy,

uy € K

Proposition :



e Vn e N u, =q"u
(n+1uy sSig=1 _
o Uy + U+ ... +u, = gt Cette somme converge si et
U, Sig#1

seulement sjg| < 1. La limite de la somme vaut aloks-..

Preuve :
Par récurrence. Les deux propriétés sont vraies aurtang@. Supposons
gu’elles sont vraies a un ramgc N. On a alorsu,, .1 = qu, = qq"uy = ¢"ug
d’'une part. D’autre part, gi=1,0n a

U+ . F Uy = (n+ Dug + uper = (n+ Dug +up = (n + 2)ug et sig # 1,
onauj + ...+ u,y1 = U 1_1‘1_7;1 + Upyq = uol_lq_";l + ¢y =

1—¢g"t! | (1-g)¢"*!

_n+2 e s,z .
uo( i fh ) = g2 1‘iq . Les deux propriétés sont donc vraies au rang

n + 2 et par récurrence elles sont vraies pour togt N.

3 Suites arithmético-geometriques

Définition :

Unesuite arithmético-géométriquast définie par :

Vn € N, uyy 1 = au, +b
ug € K

avech # 0 eta # 1, sinon on retrouve les suites précédentes.

Définition

Une suite particuliére est obtenue pour la suite constaete quel = al + b.
Cette valeuf est d’ailleurs la limite éventuelle de la suite si elle converge. Soit
(vn)n la suite auxiliaire définie parvin € N, v, = u,, — [

On aalors ¥n € N, v,,41 = av,. Autrement dit, la suitév,,),, est une suite
géomeétriques de raisen On av,, = a"vg etu,, = [ + a"(uy — 1).

La suite converge donc Sgi| < 1 ouug = {.

4 Suites récurrentes linéaires

Définition :



Unesuite récurrente linéairest définie par :

Vn € N, upi0 = atty, 11 + bu,
u; € K
uy € K

avech # 0

Les suites géométriques non nulles solution de cette récurrence vérifient :
r? = ar + b. Soitr solution (éventuellement complexe). Cherchons les autres
solutions sous la formeu,, = v,,r™. On obtient :

2
Upaol”™ = arv, 1 + bu,

& Upgo(ar +b) = arvyy1 + bu,
< (ar +b) (Ve — Vpy1) = —b(Vpp1 — vy)
Donc la suitev,, ;2 — v, 11 €St une suite géométrique de rais&gﬁg ou ;—2" ou
enfinr’/r sir’ est I'autre racine. On a donw;, — v,,_; = C(%’)”, ou C est une
constante. On en déduit que,; = C(%)" + C(Z)" ' +... + C(Z) + v.
e Sir =" alorsv, estde laformewmn + 3 etu,, est combinaison des suitgs et
nr.
e Sir # ' alorsu, estde la formex(%/)” + (3, etu,, est combinaison de" et de

7',

proposition :

Soit la relation de récurreneg,, » = au,,1 + bu,,. On associe a cette relation

I'équation caractéristique’ = ar + b. Lensemble des suites solutions forme

un espace vectoriel de dimension 2 dont une base est :

e sile discriminant est non nul(r}),, et(r}y), our; etry sont solutions de
I'équation caractéristique. Dans le cas d’'un discriminant négatiRson
prend(Im(r7)), et(Re(r}))n;

e sile discriminant est nul(r™),, et(nr™), our est racine double de I'équa-
tion caractéristique.

preuve :
PosonsS = {(un)n/Vn € N, uy 9 = au,yq + bu, b S €St un sous-espace

vectoriel de I'espace vectoriel des suites. Cet espace est de dimension 2. En effet,
considérons les deux suites particulieres U et V élémens définies par
Uy=1etU; =0,y =0etV; = 1. On prouve facilement par récurrence que

toute suiteu de S s’écrit 1 u = uyU + u, V' Cette décomposition est unique. Ceci

4



prouve qugU; V') constitue une base de Cette base est malheureusement de
peu d'utilité car elle ne permet pas de calculer le terme général de la suite.
Cherchons donc une autre base. Cherchons les élémefitgudesont des suites
géométriquesr, ),,. r doit alors vérifier :

r’=ar+b

Cette équation est appelée équation caractéristique associée a la suite.
Plusieurs cas sont a considérer :
e surC:
si le discriminant est non nul, il y a deux suites différentes de raispatrs.
Il n’est pas difficile de montrer que ces deux suites forment un systéme libre et
donc une base dg. Cette base permet de calculer le terme général de toute
suite deS ;
si le discriminant est nul, alors il y a une racine uniguégale &, et

b= —%. Cherchons une autre suite sous la fonme®. On obtient alors :
Upiol? = QUpi7 + buy,

2
a U (%
2 Un+1 2Un
<:>U+2—:(I——Cl—

"y 2 4

& Upyo = 2U7L+1 — Up
<~ Un+2 — Un41 = Un41 — Up

Ainsi v,.1 — v, est constante. On peut prendre par exemple comme solution
particuliérev,,; — v, = 1 c’est a direv,, = n. Les deux suiteé™),, et (nr"),
sont indépendantes. Elles forment une bass§ de

e SUrR:
si le discriminant est positif, c.f. ci-dessus;
si le discriminant est nul, c.F. ci-dessus;
si le discriminant est négatif, alors, en tant que sous espace vectoriel
complexe, on peut prendre comme base les suites géomériques de-yason
r9, NéCessairement conjuguées gt b sont réels. Mais on peut prendre
égalemeniRe(r}) et Im(ry) qui, étant combinaisons linéaires deetr} sont
bien éléments d&, sont réelles, et engendresit

Exemples :
® Upi2 = 3un-i-l — 2uy,
® U, o = U,y + u, (SUite de Fibonacci)



5 Suites récurrentes

Définition :

Une suite est diteécurrentesi elle est définie paru,, .1 = f(u,) pour tout
n € Netuy € I oulestunintervalle d® et f est une fonction définie e
continue sur I. De fagon que la suite soit définie pour tquious supposerons
que f(I) estinclus dang.

~+

Dans la suite, on se donne une suiig),, définie par :
Ug € 1
Upt1 = f(uy)Sin >0
ou f est une fonction définie sur une parfieeR et a valeurs dans.

5.1 Monotonie

Proposition :

Si f est croissante suralors(u,, ), €st monotone :
— (uy), estcroissante gi(ug) > uo
— (uy), est décroissante $i(ug) < o

Preuve :

Montrons par récurrence que pour taue N, umn + 1) — u, est du signe de

uy — ug.

C’est vrai poum = 0 de maniére évidente, supposons la propriété vraie pour un
rangn. On a alors :

Unyz — Unp1 = f(tni1) — flun)

qui est du signe de, ., — u,, puisquef est croissante. Par hypothese de
récurrenceu, .1 — u, est du signe de, — uy doncu,, ., — u,, €st du signe de
Uy — Ug.

Proposition :

Si f est décroissante, alors les deux suites extraites),, et (uz,.1), sont
monotones de sens opposeé.




preuve :
Si f est décroissantd,o f est croissante donc par la proposition précédente
(u2n)n €t (u2,11)n SONt MoONotones. On a en outrg, ;o — uy, qui est du méme
signe queus — ug etug, 1 — us,_1 de méme signe que — uq. Si

fo flug) > up alorsug —ug > 0etfo f(f(u)) < f(ug) doncuz —uy <0
donc(ug,11), €St croissante &, ), est décroissante. $io f(ug) < ug, (U2n)n
est décroissante @t,, . 1),, est croissante.

5.2 Etude de la convergence

On suppose dans la suite gfiest continue d’un intervallé fermé dans
lui-méme.

Proposition :

Si (uy,), converge vers, alorsi € [a;b] et f(I) = [.l est donc un point fixe d

£.

Preuve :
Par continuité d¢, si (u,),, converge vers, alors(f(u,),) converge verg(l),
Mais f(u,) = u,+; donc par unicité de la limite= f(I).

(D

Conséquence :
Si f n’a pas de point fixe(u,, ), diverge.

Remarques :

e Une fonction continue peut avoir un seul point fixe et la suitg,, peut
diverger. En effet, par exemplg,: © — —z sur|0; 1] admet 0 pour unique
point fixe et la suitéw,, ),, associée diverge.

e Sil = [a;b] alorsf admet au moins un point fixe.

Preuve :

Soitg : I < R définie pavz € I g(x) = f(z) —2z.Ona

g(a) = f(a) —a >0, g(b) = f(b) — b < 0 etg est continue suf donc par la
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe|q; b] tel queg(c) = 0 c’'est a
dire f(c) = ¢

Dans la suite, on supposefdermé borné, i.el = [a; b] aveca < b.

Proposition :

On suppos¢g croissante Surf :
Vug € 1, (u,), €st monotone et converge vers I'un des points fixeg.de




Preuve :
On a vu quef admet au moins un point fixe, que, ),, est monotone. Comme
elle est bornée, elle admet donc une limite qui ne peut-étre qu’un point fixe de

Remarque :
Si f est strictement décroissanfeadmet un unique point fixe, envisager la
convergence de la suife,, ),..

Preuve :

On a vu quef admet un point fixe. Montrons qu’il est unigue.i/Setl, sont
deux points fixes distincts, on peut suppdser [, et on a alorsf(l;) > f(l2)
puisquef est strictement décroissante. Or powr {1;2}, f(l;) = [; donc

l; > l; ce qui est absurde et montre l'unicité.

Proposition :

On suppos¢g k-contractante suf, c'est a direv(z;y) € I* | f(x) — f(y)] <
|z — y|. Alors f admet un unique point fixeetVu, € I, (u,), converge vers
L.

preuve :
Sous réserve d’existence, montrons d’abord I'unicité; 8t/, sont deux points
fixes pourf on a doncf(l;) = [, et f(ly) = l,. Par suite

[ = Lafl = [ () = f2)]] < | donc(1 — k)|l — laf| < 0 ce qui
impose [; — I»|| = 0 d’ou l'unicité. Pour I'existence, soitu, )., la suite définie
précédemment. Montrons qu’elle est de Cauchy. Soient datg entiers :

=
S
|
<
=

| Zz _o Upgig1 — Unti |
Z ’un+l+1 |
Z Hf(un—f—l) J(Upgi—1)||
Z |Un+l Un+l—1||
Zp K g — g

—’f" 1Zp 1k‘l||U1—Uo||
_kn 11—

I/\ I/\ Al

= 8y — )
<k HU1 — |

quantité qui tend visiblement vers 0 quaintend versxc indépendamment de
Donc la suitg(u,),, est de Cauchy danscomplet et par conséquent elle
converge vers une limite On a :

i € NIl Ol = 1= s + f(un) = FOI M=t |l + 1 () s (D] <
Il = wpir|| + &|lun — f(1)]]. Comme(u,), converge vers, cette quantité peut
donc étre rendue aussi petite que I'on veut et par conséguerft/).
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