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Dans ce qui suit on considére un espace de Bahach

1 De l'intérét des séries a termes positifs

Définition :

On dit que la séri¢ _ ., u, dansk estnormalemen(ou absolumensi £ =
R) convergentsssi la sériey ., |lu,|| est convergente daiis

Remarque :
> nso llun|| €stune série a termes positifs.

Théoréme :

| Toute sériemormalement convergenést convergente.

Preuve :
Soit) ], oun telled ] - [luall converge. Soiby = S, ug et

N
SN = Do llurll-
Onas,ip— sn =Y oy Jtnskll €8Snsp — S =D F_, Unyi. DONC
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Par conséquent, &)y converge alors elle est de Cauchy et la majoration
précédente montre qUéy) y est aussi de Cauchy et comrfieest complet
(Sn) N converge.

2 Etude des séries a termes positifs

Théoréme :

e Une série a termes positifs est convergente si et seulement si ses sommes
partielles sont bornées.
e Soient(x,), et(y,), deux suites positives telles que pouassez grand |
Tn < yp. Alors
e Si) vy, converge, alor$_ z,, aussi
e Si) x, = +oo,alors) y, = +oo




Preuve :

Proposition :

Soient(z,), et(y,), deux suites positives.
e Sixz, = O(y,) etsi>_ y, converge, alory_ x,, converge
e Six, ~ y, alors)_ x, etd_ y, sont de méme nature

Théoréme (Séries de Riemann) :

| Pour touta € R fixé, >~ -L converge si et seulementsi> 1.

Application :
Soit > w,, une série a termes positifs. S'il existec]1; +oo| tel que

n—=
+oo

limg,—.oonu, = 0, alors o Un CONVerge.

n=

Théoréme (Série géométrique) :

Soitr € R, laséried_ > r", appeléesérie géométriqueconverge si et seule

n=0

ment si|r| < 1. De plus, si |r|<1, alors :

+o0 1
;r :1—r

Proposition (régle de d’Alembert) :

On suppose que pour tout entier natutek,, > 0, que(a,), ne s'annule
qu’en un nombre fini de rangs et glie sup “2= = [ et que la suitéu,,),, N’
a qu’'un nombre fini de termes nuls. '

e Sil < 1, alors la séri& _ u,, converge

e Sil > 1, alors la série _ u,, diverge verstoo




Preuve :

e Sil <1,soitrtelquel <7 <1.3IN, Vn > N =25 <r

N+1
N
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Upy1 = X uy < x"”

Up Up—1 o uUn
Remarque : aucun terme (&, ),, ne doit étre nul : on enléve les termes nuls.
Par comparaison, la série converge donc.

e Sil > 1, soitr tel quel > r > 1.

YN €N, Jny > N/ 2l >
UnN
La suite extrait€u,, ) y est strictement croissante et donc ne tend pas vers 0
lorsqueN tend vers linfini. Le terme général de la sérig, ne tend pas vers
0donc) ., u, diverge.

Proposition (Regle de Cauchy) :

On suppose que pour tout entier naturel,, > 0 et quelimsup /u,, = 1.
Alors on a les mémes conclusions que pour la régle de d’Alembert.

Preuve :

e Sil <1, soitr telquel < r < 1,3IN / Vn > N {/u,, < rdoncu, < r".
D’apres le critére de comparaisdn, x,, converge.

e Sil > 1, soitr telquel > r > 1,VN Iny > N / /u, > r dolu,, > r"~.
Commer > 1, la série diverge.

Remarque :

Le principe de la démonstration des regles de d’Alembert et de Cauchy consiste
a comparer la série a une série géométrique : ces régles ne peuvent donc
s’appliguer que pour une série convergente dont le terme général tend vers zéro
plus vite su’une suite géométrique de raigoa [0; 1], ou pour une série

divergente dont le terme général tend vers plus vite gq’'une suite géométrique

de raison; > 1. Cela explique gu’elles ne s’appliquent pas par exemple aux
séries de Riemann puisqye = o(-) poura réel etg € [0; 1] et-1 = o(¢")

pourg > 1.



Théoréme :

Soit f une fonction dén; +-0o| dansR . oun, € N, continue par morceaux
et décroissante.

Soit (u,), la suite définie pa¥n € N u,, = f(n). Alors la séried_ ., u,
et I'intégrale généraliséﬁn*oOO f(z)dz sont de méme nature et s'il y a conver-
gence,ona:

+o00 400

Vn > ng f<Zf /

n+tl k=n+1 n

Preuve :
Ve e nyn+1], fin+1) < f(z) < f(n)
dOﬂC n+1 n+1 n+1
[ twevis [ @des [ pws
d’ou

n+1
Upt1 < / f(z)dz < uy,

Par conséquent,

N k+1 N+1
Sy > ;/k f(z)dz :/1 f(z)dx
et N
k+1
Sy < f(x)de = f(z
S| [

Quandn tend verstoo, si la série converggf,l+OO f(z)dx converge et si

f0+°° f(x)dx converge alors la série converge.

Exercice :

Soit (z,), une suite & temes strictement positifs telle QHe‘”"—“ = [. Alors

lim /z,, = . Ainsi si la régle de d’Alembert a échouée, il est inutile o’ essayer
celle de Cauchy). Etudier la réciproque.

Si les régles de d’Alembert et Cauchy ont échouées, on peut essayer la suivante :



Proposition (Regle de Rabbe-Duhamel) :

Soit (z,), une suite a termes strictement positifs telle que :
N 1
Tntl zl—g—i-o(—)
Ly n n
Alors :
e Sia > 1alors)_ x, converge
e Sia < 1alors)_ x, diverge
Exercice (Séries de Bertrand) :
Pour tout(a, 3) € R* fixé, 3=, _, saqmys CONVerge ssi:
a>1
ou
a=letf>1
Exercice :

Etudier la nature de la série de terme générak (—1)

n m(mfl)(mf%)...(mfn+1)
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