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On désigne paK le corps des réels ou celui des complexes.

1 Deéfinition, convergence

Définition :

On appellesérie entierdoute sériey, -, f,, de fonctions définies d€ dansC par f,,(z) =
anz" ol (ay), est une suite di. B

Définition :

Soit (a,), une suite deK. L'ensemble des réels positifs ou nuls pour lesquels la suite
(anr™), est bornée est non vide car il contient 0.

Sa borne supérieut®, éventuellement infinie, est appelégon de convergenade la série
entiered " a,2".

Exemple :
e Lerayon de convergenae ) . n!z" estR =0
o Celuide)” . 2" estR=1.

® > ,.>0 5y apourrayon de convergende = +oo.

Proposition :

Soit) ", -, anz™ uneseérie entiéreget soitk sonrayon de convergence
e Si|z| < R, alors lasérie entiérey _, ., a,2; est absolument convergente donc conver-

gente.
e Si |z9| > R, alors la suite(a, 2 ), N'est pas bornée donc ne converge pas vers 0 et

> >0 anZg diverge.

e Si0 < R’ < R, notonsD(0; R’) le disque fermé dan§ de centreD et de rayon’. Alors
> >0 an2" converge uniformement dad(O; R’).

Preuve :

e Onalayzy| < |an|(|§—9)"R’" pour|zo| < R’ < R. De ce fait,(|a,, R'™|),, est
bornée. Soit\f = sup,, {|a,|R™}. Alors, |a, 28| < M('lf{—?)". Comme@ <1la
sériezn(‘;—(’,‘)” converge et par comparaison,, a, zj aussi.

o clair

e SoitR"” tel queR’ < R” < Ret(Ja,|R"™),, bornée. Soit\/ = sup,,{|a, R""}.

Alors Vi € N |a,2"| < |an|R™ < |an |R"™ ()" < M(L)".

Définition :



En supposan? # 0, {z € C / |z|] < R} est appel&lisque ouvert de convergende

n
2 >0 2"

Remarque :
Il se peut qu’'unesérie entiere _, -, a, 2" ne soit pas normalement convergente sur
sondisque ouvert de convergendgest le cas par exemple pourdérie entiere

ano 2"

Proposition :

Le rayon de convergencRk est donné par :

1
= limsup %/|ay|

Regle de D’Alembert :

Soit) ., a,2" unesérie entiereet soit R sonrayon de convergenc®n suppose que le
coefficientsa,, sont non nuls a partir d'un certain rang. 18i,,_, o %| =)\ RtU
{400}, alorsR = } (avecR = +oosiA =0etR = 0si\ = +o0).

2]

2 Propriétés de la somme

Proposition :

] LasommeS : z — S(z) = >, -, an2" €st continue sur ldisque ouvert de convergence

Preuve :
Soitzg € D(O; R) et R’ > 0tel que|z| < R’ < R. Alors ) a,z" converge
normalement sub(O; R’) donc,z — >_,_, ax2" étant continue pour tout entier

surD(O; R'), sa somme I'est aussi d’atlest continue sub(O; R’) et donc en
particulier enz.

Proposition :

Soient) ., anz" ety -, b,2z" deuxseéries entierede rayonsk > 0 et R > 0. On
suppose que les sommes de ces deux séries coincident sur un voisinage de 0. Alors ¢es deux
séries sont identique$/n € N a,, = b,,.

Preuve :
SinondNN / ay # by. Soit alorsN le plus petit tel. Il existe > 0 tel quer < R,
r < R’ etles deux sommes coincident gufO; R). On a alors :

N—1
E anz" = 2N g anz" N 4+ E anz"”
n=0

n>0 n>N



et
N-1
Z byz" = 2N Z b 2" N 4+ Z bpz"
n>0 n>N n=0

Comme les deux séries sont égalegret< N — 1 a,, = b, alors pour tout
z€ D(0O;r),onay., - yaz" N =3 oy b,2""N. En particulier, pour = 0 on
obtienta = by d’oU une contradiction.

Conséquences :

La sommeS(z) de lasérie entiere _, ., a, 2™ est une fonction paire (resp. impaire) ssi
a, de rang impair (resp. pair) sont nuls.

Preuve :

Si)" a,z"estpaire)" a,z" =) a,(—z)" pourtoutn donc

Vn € N a, = (—1)"a, et en particuliek € N agr11 = (—1)agr+1 €€ qui implique
agg4+1 = 0.

Proposition :

Soity ", -, ant™ unesérie entiereéelle, derayon de convergendg > 0 et de sommeS(¢).
e S estindéfiniment dérivable sl R; R[ et :

vt €] — R;R[, S®(t) = Z nn—1)...(n—k+ 1a,t" "
n>k
e Sifa;b] C] — R; R[ alors:

b b
/S(t)dt:Zan/ e

n>0

Lemme :
Pour toutesérie entiered(z) = >, -, a,2™ derayon de convergende, lesséries
entieressuivantes ont aussi potatyon de convergende :

Al(z) = Z nanz" "t

n>0

VEENAW(2) => n(n-1)...(n—k+1)a,z""*
n>k

Zn
B(z) = Zann+ .

n>0

et

Preuve du lemme :

Preuve du théoréme :



e Soit0 < R’ < R. S converge en QS est dérivable sub(O; R') et
2350 (nfi!k),anzn_k converge normalement sir(O; R’) donc par le
théoréme de dérivation pour les suites de fonctiéhsst dérivable sub(O; R’) et
S'(t) =, -, na,t" . Par récurrence on montre le résultat & I'orkre

e Conséquence du téoréme d'intégration des suites de fonctions.

Conséquence :

Soit} -, a,t™ unesérie entiereeelle derayon de convergenck > 0 et de sommes(t).
Pour tout entien, le coefficienta,, est égal 455 (0).

Preuve :
clair

3 Développement en série entiere

Définition :

Soit f une application définie sur un ouvéitde R et a valeurs danR. On dit quef est
développable en série entieea un pointt, de{ s'il existe unesérie entiere -, a,t™ et
un réelp > 0 tels que : B

vt €lto — pito+pl, F(2) =Y an(t —to)"
n>0

Définition :

Soit 2 un ouvert deR contenant 0 etf infiniment dérivable suK). La série entiere
S0 & fM(0)¢" est appeléeérie de Taylode f en 0.

Proposition :

Si f estdéveloppable en série entieaa voisinage de 0, alorsest de class€'* a l'origine
et la série entiereégale af au voisinage de 0 est nécessairemergdde de Taylode f.
Autrement dit,

> £(n)
Ir >0, Vel =il f(t) = le(O)t"

n>0

Preuve :
Découle directement de la conséquerice




Remarque :

Méme sif est de class€> au voisinage de 0, et méme si la série de Taylof de
un rayon de convergence strictement positif, on ne peut affirmeyf qsé
développable en série entiér 0. Considéref : z — exp(—-5).

Proposition :

Soit Q un ouvert deR contenant 0 ef une application dé€) dansR. On suppose qu¢ est
de class&'> au voisinage de 0 et que :

I >0, VpeNVz e —rir[ |fP(2)| < M

Alors f estdéveloppable en série entigae 0 avec un rayon de convergence au moins égal a
.

Preuve :
D’aprés la formule de Taylor-Young a I'ordrepuisquef est de class€™ etn + 1
fois dérivable suf — p;p[oU0 < p < rona:

" (k) (n+1)
vt €)= il 30 €l = pipl 1)~ 3 0 < W@p)’l*l
donc “
el = ol 150~ 3 P < e

ce qui montre que lorsquetend verst+oo la série de Taylor d¢ converge verg
pour toutt dans| — p; p[ et par suite dans— r; r|.
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