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1 Définitions

On se donne une suitg,,),, d’'applications d’'un espace de Banakhdans un
autre espace de Banaéh

Définition :

Soit( f,), une suite d’applications d& dansE. Pour tout entiefV, on définit
lapplication Sy : X — E parSy(z) = S f.(x). Les fonctionsSy sont
appeléesommes partiellede lasérie de fonction$ -, f..

Définition :

On dit que la série de fonctions ., f. estsimplement convergenserr X si
la suite de fonctionsSy ) v est simplement convergente sXir Cela revient 3
dire que pour tout de X, la série _, -, f,.(z) est convergente darfs.

Définition :

On dit que la série de fonctions,, ., f, estuniformément convergenser X
si la suite(Sy) y des sommes partielles est uniformément convergent& sur

Proposition :

Si une série de fonctions astiformément convergentalors elle essimple-
ment convergente

Preuve :
Immédiat

Remarque :

Soit) " ., f» une série de fonctions, simplement convergente.

Pour toutN deN, soit Ry = Y v, f. le reste d'indiceV de cette série. Dire

que la série ., f, est uniformément convergente sXir c’est dire que la suite

(Ry)n converge uniformément vers la fonction nulle. Cela équivaut a écrire :

Ve>03N, ENVYN > NoVo € X | Y fulz)| <e

n=N+1

Proposition :



Si ) -, fn convergeimplement(resp.uniformémenk sur X, alors la suite
(fn)n convergesimplemen{resp.uniformémenyvers la fonction nulle.

Preuve :
Pour la convergence uniformef,,),, converge uniformément dori®y )y est de
Cauchy uniforme. Par conséquent,

Ve >0, IN e N /Vn,m > NVr e X ||Sy(z) — Sn(x)] <€
Pourm = n + 1, on obtient ¥n > N Vz € X || for1(2)]| <e.

Remarque :
Cette propriété est souvent utilisée pour démontrer qu’une série de fonctions
n’est pasuniformément convergente

Définition :

On dit que la série de fonctions, ., f, estnormalement convergenseir X
s'il existe une séri¢ " ., «,, deR*, convergente, telle que pour toutde N
et toutz de X, |f,.(z)| < a,.

Cela revient a dire que la série numérigue ., sup{|f.(z)| / = € X} est
convergente. -

Proposition :

Si une série de fonctions esbrmalement convergentalors elle estinifor-
mément convergentet elle est absolument convergente. En particulier, [elle
estsimplement convergente

Preuve :

Montrons dans un premier temps que la convergence normale implique la
convergence uniforme. Supposons donc @f¢, converge normalement si.
Il existe une sérig_, ., A, convergente avet, € R* et||f,(z)| < A, pour tout

n € N. AlorsVz € X; ” ZZig fk(x) - ZZ:O fk(x)” < H ZZifL.H fk(x)H <

>ihin (@)l < s pin 1 (@)l < Yo4s4q An Qui tend vers 0 quand tend
vers+oo comme reste de la somme d’une série convergente. Par conséquent, la
suite satisfait au critére de Cauchy uniforme et est donc uniformément
convergente.

Remarque :
La réciproque est fausse.



2 Propriétés de la somme

Proposition :

Soient(f,.). et(g.), deux suites de fonctions dedansk = R ou C. Soient
a et 5 deux éléments d&. Si les sériesy ., f, €t>_ -, g, sont conver
gentessimplement(resp.uniformément resp.normalementsur I, alors la
série de fonctiony , . (o f, + Bg,) est convergentsimplemen{resp.uni-

formémenjresp.normalement

Preuve :
Découle directement des propriétés des limites de suites de fonctions.

Proposition :

Soit( f,,)» une suite de fonctions d€ dansF.

On suppose que la séieg, ., f» estuniformément convergenseir tout com-

pact. -

e Soitz, un pointdeX. Siles(f,), sont continues en, alorssS = 3", f,
est continue eny.

e En particulier : si lesf,, sont continues suk, la sommeS = > | f, est
continue surX

Preuve :
Découle directement des propriétés des limites de suites de fonctions.

Remarque :
Les deux propriétés précedentes peuvent parfois étre utilisées pour montrer
gu’'une série de fonctions n’est pasiformément convergente

Proposition :

Soit (f,,), une suite de fonctions d’un intervalle= [a;b] compact dand”
continues surX’ On suppose que la sene, ., f, estuniformément convert
gentesur tout compact. Alors pour tousb de I on a I'égalité :

/abifn(t) dtzi/abfn(t) dt

Proposition :



Soit(f,,)» une suite de fonctions d’un intervallede R dans un corp& = R

ouC, de class€’!, telle que :

e | | existe au moins un, de tel que la séri¢ _, ., f,.(zo) converge.

e Lasérie de fonctiony ", ., f» estuniformément convergengair tout com-
pact del. -

Alors on a les résultats suivants :

e lasérie) ., f, estuniformément convergensr tout compact dé.

e Lasomme de la sérig., ., f. est de class€” surl.

e Surtout intervallel, on a I'égalité (3~ 27 fn) = X120 fn
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