Rang en algebre linéaire dans les espaces
vectoriels de dimension finie, cours de premier
cycle universitaire.

F.Gaudon
2 aolt 2005
Table des matieres
1 Rang d’'une famille de vecteurs 2
2 Rang d’'une application linéaire 3
3 Rang d’'une matrice 4



On considére deux espaces vectoriélet F' sur un corpsK de dimensions
finiesn etm respectivement.

1 Rang d’'une famille de vecteurs

Définition :
On appelle rang d’une famill€u;; uo; . ..;u,} de vecteurs dé’ et on note
rg({ur;us;...;u,}), la dimension du sous espace vectoriel engendré par
cette famille.

Propriétés :
o rg({ui;...;u,}) < pavec égalité ssfu,; . ..;u,} estlibre.
o rg({w;...;u,}) < navec égalité ssjus; . ..;u,} est génératrice.

Preuve :

o {uy;...;u,} estgénératrice de {u,;...;u,} donc
rg({ur;...;up}) = dim(< {ug;...;u,} >) <p.
Si{uy;...;u,} estlibre, c'est une base de{u,;ldots;u,} > donc
rg({us;...;u,}) = p sinon on peut en extraire une based¢u,;...;u,}
doncrg({uy;...;u,}) < p.

e Onaclairementlim(< {ui;...;u,} >) < dim(E) donc
rg(< {ur;...;upt >) < n.{ug;...;u,} estgénératrice dE ssi
<A{uy;...;upy >= Essirg(< {ui;...;u,}) = dim(E).

Proposition :

Soit f une application linéaire d& dansF. Soit {u;;...;u,} C E. Alors

rg({f(u1); fluz); .5 f(up)}) < rg({us; .. 5upt).

En particulier, sif est bijective, I'égalité est vraie.

Preuve :

Soit{us;...;u,} avecq < p une base de& {uy;...;u,} >, alors

{f(w);...; f(u,)} est génératrice de {f(u);...; f(u,)} > donc

rg(< f(ur);...; fluy) >) <rg({us;...;u,}) avec égalité ssi

(< {f(w1);...; f(u,)} > estlibre, ce qui est le cas giest bijective puisqu’elle
transforme toute famille libre en une famille libre.



2 Rang d’'une application linéaire

Définition :

] On appelle rang d’'une application linéaiféa dimension de Im(). \

Téoréme du rang :

Soit f une application linéaire de F dans F. Alors
dim(E)=dim(ker(f))+rg(f).

preuve :
Soit{u;;...;u,} une base déer(f) que I'on compléte en une base
{uy;...;u,} deE.

Alors {f(u1);...; f(u,)} engendrdm(f) donc{ f(u,4+1);...; f(u,)} engendre
Im(f). Enoutref{f(u,41);...; f(u,)} estlibre.

En effet, soit\;, i € {r +1;...;n} telsqued_" ., \if(u;) =0.0na
f(Z?:r-',-l )\ﬂtl> =0 CIO[']CZ?:H_1 Aiu; € ]CBT(f)

Dot 33 e K, Di, Bivs = D0 g Aitls.

Sidie{r+1;...;n} / X\ # 0, on peut supposer qu'il s’agit de_; eton a

alorsu, 1 = —A 5 Arioleye — oo — A b At + Do Bide + 171w, ce qui est
absurde car la famillu; . .. ;u, } estlibre.

Par conséquen{,f (u,11);...; f(u,)} estune base dén(f) et le résultat s’en
déduit.

Propriété :

e rg(f) < n avec égalité ssf est injective.
e rg(f) < m avec égalité ssf est surjective.
e SoitA € K*, rg(Af) = Arg(f).

Preuve :

e Conséquence immédiate du théoreme précédent.

e im(f) estun sous espace vectorielfl@oncrg(f) < dim(F) = n. En outre,
rg(f) =nssidim(im(f)) = dim(F) ssiIm(f) = F ssif est surjective.

Propriété :

Soientf et g deux endomorphismes de

o [rg(f) —rg(g)l <rg(f +g) <rg(f)+rg(g)
e rg(fog) <min(rg(f);rg(g)). Enoutre, sy est surjectif alorsg(fog)) =

rg(f) etsif estinjectifrg(fog) =rg(g).




Preuve :

e Commelm(f +g) C Im(f) + Im(g),onarg(f +g) < rg(f)+rg(g).
Ecrivant f=(f+g)-g on a alors :
rg(f) <rg(f +9g) +rg(—g) =rg(f +g) +rg(g) dou
rg(f) —rg(g) < rg(f + g) etle résultat en échangeghet g.

e Sig estsurjectifg(E) = E doncIm(f og) = Im(f)etrg(fog)=rg(f)
Si f estinjectif,Im(g) et f(Im(g)) sontisomorphes dong(f o g) < rg(f).
L'inégalité est claire.

3 Rang d’'une matrice

Définition :

On appelle rang d’'une matricé € M,, ,,(K) et on noterg(A), la dimension
du sous espace vectoriel B#&'engendré par les colonnes de

Autrement dit, SiA = (a;;)i;, Ci = (a1; az . ..;a,;) €stlei-eme vecteut
colonne deA etrg(A) = vect({Cy; Cs; ... ; Cp}.

Théoréme :

rg(A) = rg(*tA), c’est adire siL; = (a;y ai -..a:,) €St lei-eme vecteut
ligne deA, alorsrg(A) = vect({Ly;...; Ly}).

Propriété :
SoitA € M, ,(K). Soientr < min(m;n) etJ, = (\;;);; la matrice définie
par); =1siie {1;2;...;r} etA; = 0sinon. Alors il y équivalence entre|:
e JP € GL,(K), 3Q € GL,(K) / A= PJ,.Q
o rg(A)=r

Propriété :

SoientA, B € M,, ,,(K). Alorsrg(A) = rg(B) ssi

AP € G1,(K) 3Q € GL,K) / B = PAQ

Théoréme :

Soit A € M, ,(K). Si A contient une sous matride € M,.(K) telle queB
soit inversible et telle que toute sous matriceddappartenant a1, (K) et
contenant3 ne soit pas inversible, alorg(A) = r.




	1 Rang d'une famille de vecteurs
	2 Rang d'une application linéaire
	3 Rang d'une matrice

