
Dimension d’un espace vectoriel admettant
une famille génératrice finie. Rang d’une

application linéaire. Cour de premier cycle
universitaire.

F.Gaudon

29 juillet 2005

Table des matières

1 Familles libres, génératrices, bases 2
1.1 Sous espace vectoriel engendré. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Familles génératrices, libres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Espaces vectoriels de dimension finie 4

3 Dimension finie et applications linéaires 8

1



On considère dans ce qui suit un espace vectorielE sur un corpsK.

1 Familles libres, génératrices, bases

1.1 Sous espace vectoriel engendré

Proposition et définition :

SoitA une partie deE. On considère l’ensembleF des combinaisons linéaires
d’éléments deA c’est à dire l’ensemble desλ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn / n ∈
N, xi ∈ A, λi ∈ K. F est un sous espace vectoriel deE appelésous espace
vectoriel engendréparA.

Preuve :
Vérification immédiate.

Proposition :

F est l’intersection de tous les sous espaces vectoriels deE contenantA.
C’est donc le plus petit sous espace vectoriel deE contenant la partieA.

Preuve :
Notons d’abord qu’une intersection de sous espaces vectoriels est encore un
sous espace vectoriel.F est un espace vectoriel contenantA donc l’intersection
des sous espace vectoriels contenantA est contenue dansF . En outre, si un
espace vectoriel contientA, il contient toute combinaison linéaire d’éléments de
A donc il contientF . Par conséquent, l’intersection des sous espaces vectoriels
contenantA contientF . D’où l’égalité.

1.2 Familles génératrices, libres

Définition :

On dit qu’une famille{ui}i ∈ I d’éléments deE estgénératricesi l’espace
vectoriel engendré par{ui}i∈I estE.

Définition :
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On dit qu’une famille{ui}i∈I d’éléments deE est libre ou encore que les
vecteurs de cette famille sontlinéairement indépendantssi : pour toute famille
(λi)i∈I de K(I),

∑
i∈I λiui = ~0 ⇒ ∀i ∈ I, λi = 0. Dans le cas contraire,

c’est à dire s’il existe une famille(λi)i∈I de scalaires non tous nuls, telle que∑
i∈I λiui = ~0, on dit que la famille(ui)i∈I est liée, ou encore que les vecteurs

qui la composent sont linéairement dépendants (ouliés).

Remarque :
Une famille de vecteurs est liée ssi l’un des vecteurs qui la compose peut s’écrire
comme combinaison linéaire des autres.

Preuve :
Si la famille{ui}t ∈ I d’éléments deE est liée, il existe une famille de scalaires
(λi)i∈I non tous nuls telle que

∑
i∈I λiui = ~0. Soitk ∈ I tel queλk soit non nul.

On a alorsuk =
∑

i∈I−{k} λiλ
−1
k ui. Réciproquement, Siuk =

∑
i∈I−{k} βiui avec

βi ∈ K pour touti ∈ I − {k} alors on auk −
∑

i∈I−{k} βiui = ~0 qui montre que
la famille{ui}i∈I est liée.

Proposition :

– Toute sous famille d’unefamille libreestlibre.
– Toute famille contenant les éléments d’unefamille génératriceest

génératrice.

Preuve :
Vérification immédiate

1.3 base

Définition :

On appelle base deE toutefamille libreetgénératrice.

Proposition :

La famille {ui}i∈I est unebasedeE ssi tout vecteurv deE peut s’écrire de
manière unique comme une combinaison linéaire des vecteursui.
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Preuve :
Si {ui}i∈I est une base deE, alors elle est génératrice donc toutv ∈ E s’écrit
sous la formev =

∑
i∈I λiui avecλi ∈ I pour touti ∈ I et lesλi non tous nuls.

Si
∑

i∈I βiui est une autre écriture dev alors on a
∑

i∈I(λi − βi)ui = ~0 et
puisque la famille est libre,∀i ∈ I, λi − βi = 0 d’où l’unicité de l’écriture.
Réciproquement, si tout vecteurv s’écrit comme combinaison linéaire
d’éléments de la famille{ui}i∈I alors la famille est génératrice.
En outre, si

∑
i∈I λiui = ~0, par unicité de l’écriture de~0 sous forme de

combinaison linéaire des éléments de{ui}, on a∀i ∈ I, λi = 0.

2 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition :

Un espace vectoriel est dit dedimension finies’il admet unefamille généra-
tricefinie.

Théorème :

Soit E un espace vectoriel et soit{e1; e2; . . . ; en} une famille den vecteurs
deE.
– Si {e1; e2; . . . ; en} estgénératricedeE alors toute famille contenant plus

den vecteurs estliée.
– Si {e1; e2; . . . ; en} est libre, alors aucune famille de moins den vecteurs

n’estgénératricedeE.

Preuve :
Soitp > n et{w1; . . . ; wp} une famille dep vecteurs. La démonstration se fait
par récurrence surn.
Cette propriété est vraie pourn = 1 car si{w1; w2} sont deux vecteurs de
l’espace vectoriel engendré par{e1}, alors il existeα etβ tels que :w1 = αe1 et
w2 = βe1.
Si les deux coefficients sont nuls, alors le système est lié. sinon, on a
βw1 − αw2 = 0 et le système est lié.
On suppose la propriété vraie pourn− 1 et on la montre pourn. Soit
{w1; w2; . . . ; wp} un système d’un espace vectoriel engendré par{e1; . . . ; en}
avecp > n.
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On a dans le sous espace vectoriel engendré par{e1; e2; . . . ; en} :

∀i ∈ {1; 2; . . . ; n}, wi =
n∑

k=1

akiek

Si tous lesa1i sont nuls, alors leswi appartiennent en fait au sous espace
vectoriel engendré par{e2; e3; . . . ; en}. D’après l’hypothèse de récurrence, leswi

forment bien un système lié.
Sinon l’un desa1i est non nul, par exemplea11. on annule alors la première
composante des autres vecteurs, on obtient alors les vecteurs :

w1 a11w2 − a12w1 a11w3 − a13w1 . . . a11w1p − a1pw1

Lesp− 1 derniers vecteurs sont dans l’espace vectoriel engendré par
{e2; . . . ; en}. Or p− 1 > n− 1 donc l’hypothèse de récurrence s’applique : ils
sont liés. Il existe doncλi pouri ∈ {2; . . . ; p} tels que :

λ2(a11w2a− a12w1) + λ3(a11w3 − a13w1) + . . . + λp(a11w1p − a1pw1 = 0

⇔ −(λ2a12 + . . . + λpa1p)w1 + λ2a11w2 + . . . + λpa11wp = 0

On obtient une combinaison linéaire nulle deswi Le coefficient dewi pour
i ∈ {2; . . . ; n} vautλia11 et l’on sait que l’un desλi est non nul et quea11 est
non nul donc les coefficients de cette combinaison linéaires sont non tous nuls et
par conséquent, le système{w1; w2; . . . ; wp} est lié.
Le deuxième point est une conséquence directe du premier puisque si une famille
de moins den vecteurs était génératrice, la famille{e1; . . . ; en} ne serait pas
libre d’après le premier point.

Théorème de la base incomplète :

Soit E un K-espace vectoriel dedimension finieSoit {e1; e2; . . . ; en} une
famille génératricefinie deE. Soit {u1; u2; . . . ; up} unefamille libre de E,
non génératrice. Alors il est possible de compléter la famille{u1; u2; . . . ; up}
à l’aide de vecteurs de la famille{v1; v2; . . . ; vn} de manière à former une
base deE.

Lemme :
SoitE un espace vectoriel sur un corpsK non réduit à{~0}. SoitX une famille
génératrice deM . SoitA une partie deX non vide et libre. Alors il existe une
baseB telle queA ⊂ B ⊂ X.
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Preuve du lemme :
Considérons toutes les parties deX libres et contenantA. PuisqueX est fini,
elles sont en nombre fini. Parmi elles, on considère celles qui ont un nombre
maximal d’éléments. SoitB l’une d’entre elles. On a doncB ⊂ X, A ⊂ B etB
libre. NotonsB = {b1; b2; . . . ; bn} et montrons queB est génératrice deM . Il
suffit de montrer queB est génératrice deX puisqueX est génératrice deM .
Soit doncx ∈ X. Ou bienx ∈ B et dans ce cas il n’y a rien à montrer ou bien
x /∈ B. Dans ce cas, soitB′ = B ∪ {x} = {b1; . . . ; bn; x}. On aA ⊂ B′ ⊂ X,
B ⊂ B′ etB 6= B′ doncB′ n’est pas libre. D’où∃λ1, . . . , λn, λ ∈ K non tous
nuls telsλ1b1 + . . . + λnbn + λx = ~0. En particulierλ 6= 0 sinon
λ1b1 + . . . + λnbn = ~0 avec desλi non tous nuls ce qui est impossible car
B = {b1; . . . ; bn} est libre. Doncx = −λ−1(λ1b1 + . . . + λnbn) ce qui montre
queB est génératrice deX.

Preuve du théorème :
Remarquons d’abord quen ≥ p d’après le théorème précédent.{e1; e2; . . . ; en}
est une famille génératrice doncu1 =

∑n
i=1 λiei avecλi ∈ K. L’un au moins des

λi est non nul sinonu1 serait nul ce qui n’est pas possible car{u1; u2; . . . ; up}
étant une famille libre, elle ne contient aucun élément nul. Supposons par
exemple queλ1 6= 0. Alors e1 = −

∑n
i=2 λiλ1ei + u1 et par conséquent

{u1; e2; e3; . . . ; en} est génératrice deE. En outre,u2 =
∑n

i=2 βiei + β1u1 et l’un
au moins desβi pouri ∈ {2; . . . ; n} est non nul sinon on auraitu2 = β1u1 ce qui
serait contraire à l’hypothèse{u1; u2; . . . ; up} libre. On peut supposer queβ1 est
non nul, alors on en déduit que{u1; u2; e3; . . . ; en} est génératrice deE. Et on
réitère le procédé. Commep ≤ n, on a finalementE engendré par
{u1; u2; . . . ; up; ep+1; ep+2; . . . ; en}.

Conséquence :

Tout espace vectoriel dedimension finienon réduit à{~0} possède unebase.

Preuve :
En effet, s’il est de dimension finie, il possède une famille génératrice et
puisqu’il n’est pas réduit à{~0} il possède un vecteur non nul qui forme donc une
famille libre que l’on peut compléter en une base.

Théorème :

Si E est un espace vectoriel dedimension finienon réduit à{~0}, toutes les
basesdeE ont le même nombre de vecteurs.
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Preuve :
Soient{v1; v2; . . . ; vn} et{w1; w2; . . . ; wp} deux bases. Alors{v1; v2; . . . ; vn}
est génératrice et{w1; w2; . . . ; wp} est libre doncp ≤ n. En outre,
{v1; v2; . . . ; vn} est libre et{w1; w2; . . . ; wp} est génératrice doncn ≤ p. Par
conséquentn = p.

Définition :

Le nombre d’éléments que possède une base deE est appelédimen-
siondimension deE et noté dimE. Par convention, dim{0} = −∞.

Théorème de la base incomplète :

Soit un espace vectoriel debase{v1; v2; . . . ; vn} et soit{w1; w2; . . . ; wp} un
système libre. Alors il existen − p vecteurs parmi lesvi tel que le système
constitué de cesn− p vecteursvi et deswi forment unedeE.

Proposition :

Soit E un K espace vectoriel dedimension finie n ≥ 1. Soit
X={u1; u2; . . . ; un} une famille den éléments deE. Alors {u1; u2; . . . ; un}
est unebasessi elle estlibre ssi elle estgénératrice.

Preuve :
Toute base est évidemment une partie libre et génératrice, il suffit donc de
montrer que siX est une partie libre alors c’est une base et que siX est
génératrice, alors c’est une base. SiX est une partie libre, commeE est de
dimension finie et admet donc une famille génératrice, d’après le théorème de la
base incomplète, il existe une baseB deE contenantX. Mais comme dim
E=n=card(X), B etX ont donc le même nombre d’éléments etX ⊂ B. Par
conséquentB = X doncX est une base deE.
Si X est une partie génératrice,X contient un élément non nulx qui forme donc
une famille libre{x}. Par le théorème de la bse incompète, on peut compléter
{x} en une baseB à l’aide de vecteurs de la familleX. On a alorsB ⊂ X. Mais
cardB=cardX doncB=X et par conséquentX est une base deE.

Remarque :

– Toute famille de plus den vecteurs estliée.
– Si une famille a moins den vecteurs,a lors elle n’est pasgénératrice.
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– La dimensiondeE est donc le nombre maximum d’éléments d’unefamille
libre ou encore le nombre minimum d’éléments d’unefamille génératrice.

Proposition :

Soit F un espace vectoriel d’un espace vectorielE dedimension finie. Alors
F est dedimension finieet dimF≤dim E. Si dimE =dim F , alorsE = F .

Preuve :
SoitX une base deE c’est donc une famille génératrice finie deE qui est
évidemment génératrice deF , sous espace vectoriel deE doncF est de
dimension finie. En outre comme deX on peut extraire une base deF on a dim
F≤dim E. Si dimE= dim F , soitX une base deF , c’est donc une partie libre de
F donc deE contenant dimE éléments et par conséquent c’est une base deE.

Remarque :

– Sous espace vectoriel de dimension 1 : droite vectorielle
– Sous espace vectoriel de dimension 2 : plan vectoriel
– Sous espace vectoriel de dimensionn− 1 : hyperplan vectoriel

3 Dimension finie et applications linéaires

Proposition :

SoientE etF deux espaces vectoriels surK, E étant dedimension finie. Alors
E etF sont isomorphes ssiF est dedimension finieet dimF=dim E.

Preuve :

Définition :

On appellerang d’une application linéairef d’un espace vectorielE dans un
autre espace vectorielF la dimensiondu sous espace vectoriel Im(f ).

Proposition :
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– rg(f) ≤ n avec égalité ssif est injective.
– rg(f) ≤ m avec égalité ssif est surjective.
– Soitλ ∈ K∗, rg(λf) = λrg(f).

Proposition :

Soientf etg deux endomorphismes deE.
– |rg(f)− rg(g)| ≤ rg(f + g) ≤ rg(f) + rg(g)
– rg(f◦g) ≤ min(rg(f); rg(g)). En outre, sig est surjectif alorsrg(f◦g)) =

rg(f) et sif est injectifrg(f ◦ g) = rg(g).

Théorème du rang :

SoientE et F deux espaces vectoriels surK, E étant dedimension finie.
Soit f une application linéaire deE dansF . Alors Im(f) est un sous espace
vectoriel dedimension finiedeF et on a : dimE=rg(f)+dim(Ker(f )).

Proposition :

SoientE et F deuxK espaces vectoriels de mêmedimensionn et f une ap-
plication linéaire deE dansF . Alorsf est un isomorphisme ssif est injective
ssif est surjective.
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