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On considére dans ce qui suit un espace vectéiglr un corpk.

1 Familles libres, génératrices, bases

1.1 Sous espace vectoriel engendré

Proposition et définition :

Soit A une partie dé7. On considére 'ensemblé des combinaisons linéaires
d’éléments ded c’est a dire 'ensemble desx; + \ozo + ... + Nz, / 1 €
N, z; € A, \; € K. F est un sous espace vectoriel Beappelésous espace
vectoriel engendr@ar A.

Preuve :
Vérification immédiate.

Proposition :

F est l'intersection de tous les sous espaces vectoriels' dentenantA.
C’est donc le plus petit sous espace vectoriekdsntenant la partiel.

Preuve :

Notons d’abord qu’une intersection de sous espaces vectoriels est encore un
sous espace vectoridl. est un espace vectoriel contenantionc 'intersection

des sous espace vectoriels contenaiest contenue dans. En outre, si un

espace vectoriel contient, il contient toute combinaison linéaire d’éléments de
A donc il contientF’. Par conséquent, l'intersection des sous espaces vectoriels
contenantd contientF'. D’ou I'égalité.

1.2 Familles génératrices, libres

Définition :

On dit qu'une famille{w;}; € I d’éléments de=’ estgénératricesi I'espace
vectoriel engendré pdtu; }ic; estE.

Définition :



On dit qu'une famille{w; };c; d’éléments de~' estlibre ou encore que le
vecteurs de cette famille sdntéairement indépendanss: pour toute famille
(N)ier de KD, S Nu; = 0 = Vi € I, \; = 0. Dans le cas contraire,
c’est a dire s'il existe une famillg\;),-; de scalaires non tous nuls, telle que
D oier Nilli = 0, on dit que la familldw;);c; estliée, ou encore que les vecteurs
qui la composent sont linéairement dépendantsiés

Remarque :

Une famille de vecteurs est liée ssi I'un des vecteurs qui la compose peut s’écrire

comme combinaison linéaire des autres.

Preuve :

Sila famille {u;}; € I d’éléments de¥ est liée, il existe une famille de scalaires

(Ai)ier non tous nuls telle quy,_; A\ju; = 0. Soitk € I tel gue\;, soit non nul.
On a alorsy;, = Zig_{k} /\i)\,glui. Réciproquement, Si;, = Zig_{k} Biu; avec

B € Kpourtouti € I — {k} alorsonau, — 3 ,c; 1y Biui = 0 qui montre que
la famille {u; };c est liée.

Proposition :

— Toute sous famille d'un&amille libre estlibre.
— Toute famille contenant les éléments d’damille génératricest
génératrice

Preuve :
Vérification immédiate

1.3 base

Définition :

| On appelle base dE toutefamille libre etgénératrice |

Proposition :

La famille {u; };c; est unebasede E ssi tout vecteup de E peut s’écrire de
maniere uniqgue comme une combinaison linéaire des veateurs




Preuve :

Si{u;}ic; €st une base de, alors elle est génératrice donc teut E s’écrit
sous la forme» = ) ., \ju; avec; € I pour touti € I et les); non tous nuls.
Si Y., Biu; est une autre écriture dealors on &, _,;(\; — B;)u; = 0 et
puisque la famille est libre7i € I, \; — 3; = 0 d’ou l'unicité de I'écriture.
Réciproquement, si tout vecteus’écrit comme combinaison linéaire
d’éléments de la famillg¢u; };c, alors la famille est génératrice.

Enoutre, sd ., \u; = 0, par unicité de I'écriture dé sous forme de
combinaison linéaire des éléments{de}, on avi € I, \; = 0.

2 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition :

Un espace vectoriel est dit demension finies’il admet unefamille généra-
trice finie.

Théoréme :

Soit £ un espace vectoriel et sdity;es; . . .;e,} une famille den vecteurs
de L.

— Si{ey;eq;. .. ;e,} estgénératricade E alors toute famille contenant plus
den vecteurs ediée.
— Si{e;es;...5e,} estlibre, alors aucune famille de moins devecteurs

n'estgénératricale £.

Preuve :

Soitp > n et{w;...;w,} une famille dep vecteurs. La démonstration se fait
par récurrence sut.

Cette propriété est vraie pour= 1 car si{w;; w, } sont deux vecteurs de
I'espace vectoriel engendré pas }, alors il existen et 3 tels que w; = «ae; et
wy = (e.

Si les deux coefficients sont nuls, alors le systeme est lié. sinon, on a

fw; — awy = 0 et le systeme est lié.

On suppose la propriété vraie pour- 1 et on la montre poux. Soit

{wy;wy; .. .;w,} un systéme d’'un espace vectoriel engendré{par.. . ; e, }
avecp > n.



On a dans le sous espace vectoriel engendréeqats; .. .; e, } :
n
Vie{1;2;...;n}, w; = Zakiek
k=1

Sitous lesuiy; sont nuls, alors les); appartiennent en fait au sous espace
vectoriel engendré pdk,; es; . . . ; e, }. D’apres I'hypothese de récurrence, lgs
forment bien un systéme lié.

Sinon I'un deszy; est non nul, par exemptg;. on annule alors la premiére
composante des autres vecteurs, on obtient alors les vecteurs :

w1y a11W2 — aj2Wq a11Ww3 — ajzw; .. a11Wip — G1pW1

Lesp — 1 derniers vecteurs sont dans I'espace vectoriel engendré par
{es;...;e,}. Orp—1>n — 1donc I'hypothése de récurrence s’applique : ils
sont liés. Il existe dong; pouri € {2;...;p} tels que :

)\g(allwga — algwl) + )\3(@1121)3 — algwl) + ...+ )\p(allwlp — Q1pW1 = 0

<~ —()\Qalg + ...+ )\palp)wl + )\2&111112 + ...+ )\pallwp =0

On obtient une combinaison linéaire nulle ded_e coefficient dew; pour

i € {2;...;n} vaut);a;; et l'on sait que I'un des,; est non nul et que;; est

non nul donc les coefficients de cette combinaison linéaires sont non tous nuls et
par conséquent, le systeffie;; w,; ... ;w,} estlié.

Le deuxiéme point est une conséquence directe du premier puisque si une famille
de moins de: vecteurs était génératrice, la famifle;; .. .; e, } ne serait pas

libre d’apres le premier point.

Théoréme de la base incomplete :

Soit £ un K-espace vectoriel ddimension finieSoit {e;;es;...;e,} une
famille génératricdinie de E. Soit {u;; us;. . .;u,} unefamille libre de E,
non génératrice. Alors il est possible de compléter la fanfille u,; . . . ;u, }
a l'aide de vecteurs de la familleyy; vo; ... ;v,} de maniére a former une
base deF.

Lemme :

Soit E un espace vectoriel sur un cofisnon réduit &{0}. Soit X une famille
génératrice dé/. Soit A une partie deX non vide et libre. Alors il existe une
baseB telle queA C B C X.



Preuve du lemme :

Considérons toutes les parties ddibres et contenantl. PuisqueX est fini,
elles sont en nombre fini. Parmi elles, on considére celles qui ont un nombre
maximal d’éléments. SoiB I'une d’entre elles. OnadonB C X, A C BetB
libre. NotonsB = {b;; bs; . ..;b,} et montrons que? est génératrice d&/. Il
suffit de montrer que3 est génératrice d& puisqueX est génératrice d&/.
Soitdoncr € X. Ou bienz € B et dans ce cas il n'y a rien a montrer ou bien
x ¢ B.Dans ce cas, soit’ = BU {z} = {b1;...;b,;2}.OnaA C B' C X,

B C B'etB # B’ doncB’ n'est pas libre. D'otd), ..., \,, A € K non tous
nuls telsh\1b; + ... + Anb, + Az = 0. En particulier\ # 0 sinon

Aby + ...+ \,b, = 0 avec des\; non tous nuls ce qui est impossible car

B = {by;...;b,} estlibre. Doncr = —A"'(\1b; + ...+ \,b,) ce qui montre
que B est génératrice d& .

Preuve du théoreme :

Remarquons d’abord que> p d’aprés le théoreme précédefit;; es; . .. ; e, }
est une famille génératrice dong = > " | \;e; avec); € K. L'un au moins des
A; est non nul sinom, serait nul ce qui n'est pas possible ¢af; u; . . .;u,}
étant une famille libre, elle ne contient aucun élément nul. Supposons par
exemple que\; # 0. Alorse; = — >, \Aje; + uy et par conséquent
{u;es;€3;...;e,} est génératrice d&. En outreus = > 7", Gie; + fiug etl'un
au moins deg; pouri € {2;...;n} est non nul sinon on aurait = ,u; ce qui
serait contraire a I'hypothede; us; . . . ; u, } libre. On peut supposer qug est
non nul, alors on en déduit qye ; us; es; . . . ; e, } est génératrice d&. Et on
réitére le procédé. Comme< n, on a finalement’ engendré par

{ursug; - s upsepra; epra; - en

Conséquence :

] Tout espace vectoriel dimension finienon réduit &0} posséde unbase

Preuve :

En effet, s’il est de dimension finie, il possede une famille génératrice et
puisqu’il n’est pas réduit éﬁ} il posséde un vecteur non nul qui forme donc une
famille libre que I'on peut compléter en une base.

Théoréeme :

Si E est un espace vectoriel démension finienon réduit {0}, toutes leg
basedle £’ ont le méme nombre de vecteurs.




Preuve :

Soient{vy; va;...; v, } et{wy;we; . ..;w,} deux bases. Alorv;; vs; .. .5 v, }
est génératrice €twy; wy;. .. ;w,} estlibre dong < n. En outre,
{v1;v9;...;v,} estlibre et{w;; ws; . .. ;w,} est génératrice done < p. Par
conséquent = p.

Définition :

Le nombre d’éléments que possede une baseFdest appelédimen-
siordimension de¥ et noté dimE. Par convention, dij0} = —oc.

Théoréme de la base incomplete :

Soit un espace vectoriel dmse{v;; vo;. .. v, } et soit{w;;ws;...;w,} un
systeme libreAlors il existen — p vecteurs parmi les; tel que le system
constitué de ces — p vecteursy; et desw; forment unede E.
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Proposition :

Soit £ un K espace vectoriel dedimension finien > 1. Soit
X={uy;us;...;u,} une famille den éléments de. Alors {uy;ug;...;u,}
est unebasessi elle estibre ssi elle esgénératrice

Preuve :

Toute base est évidemment une partie libre et génératrice, il suffit donc de
montrer que siX est une partie libre alors c’est une base et que est
génératrice, alors c’est une base XSest une partie libre, comme est de
dimension finie et admet donc une famille génératrice, d’apres le théoreme de la
base incomplete, il existe une baBale £ contenantX. Mais comme dim
E=n=card(X), B et X ont donc le méme nombre d’élémentsetC B. Par
conséquenBB = X doncX est une base de.

Si X est une partie génératric&, contient un élément non nulqui forme donc
une famille libre{x}. Par le théoréme de la bse incompéte, on peut compléter
{z} en une bas& a I'aide de vecteurs de la famill€. On a alorsB C X. Mais
card B=card X doncB=X et par conséquent est une base de.

Remarque :

— Toute famille de plus de vecteurs ediée.
— Si une famille a moins de vecteurs,a lors elle n’est pgénératrice
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— Ladimensionde £ est donc le nombre maximum d’éléments d'diaeille
libre ou encore le nombre minimum d’éléments d’'damille génératrice

Proposition :

Soit F' un espace vectoriel d’'un espace vectofiede dimension finie Alors
F est dedimension finieet dim F'<dim E. Si dim E =dim F’, alorsE = F..

Preuve :

Soit X une base dé& c’est donc une famille génératrice finie equi est
évidemment génératrice dg sous espace vectoriel dedonc F' est de
dimension finie. En outre comme déon peut extraire une base deon a dim
F<dim E. Sidim E=dim F', soit X une base dé’, c’est donc une patrtie libre de
F donc deFE contenant dimE éléments et par conséquent c’est une basé.de

Remarque :

— Sous espace vectoriel de dimension 1 : droite vectorielle
— Sous espace vectoriel de dimension 2 : plan vectoriel
— Sous espace vectoriel de dimensios 1 : hyperplan vectoriel

3 Dimension finie et applications linéaires

Proposition :

SoientE et F deux espaces vectoriels Kiy £ étant dedimension finieAlors
E et F sont isomorphes séi est dedimension finieet dim F'=dim E.

Preuve :

Définition :

On appelleang d’'une application linéairef d’'un espace vectoriél dans un
autre espace vectoriél la dimensiondu sous espace vectoriel Ijf)(

Proposition :



— rg(f) < n avec égalité ssf est injective.
— rg(f) < m avec égalité ssf est surjective.
— SoitA € K*, rg(Af) = Arg(f).

Proposition :

Soientf et g deux endomorphismes de

= [rg(f) —rg(g)l < rg(f+g) <rg(f) +r9(g)
— rg(fog) <min(rg(f);rg(g)). Enoutre, sy est surjectifalorsg(fog)) =

rg(f) etsif estinjectifrg(f o g) = rg(g).

Théoréme du rang :

Soient £ et F' deux espaces vectoriels sk, £ étant dedimension finie
Soit f une application linéaire d& dansF'. Alors Im/(f) est un sous espace
vectoriel dedimension finiede F' et on a : dimE=rg(f)+dim(Ker(f)).

Proposition :

SoientF et F' deuxK espaces vectoriels de mémtienensionn et f une ap-
plication linéaire d&Z dansF'. Alors f est un isomorphisme sgiest injective
ssi f est surjective.
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