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Concentration et loi des grands nombres, cours, terminale,
spécialité Mathématiques

1 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev et application

Propriété, Inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
Soit X une variable aléatoire d’espérance F(X) = p et de variance V(X) = V.

Pour tout réel strictement positif §, on a :

Conséquence :

Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) = p et d’écart type o

Pour tout entier naturel non nul &,

Preuve :
On applique 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec § = ko :

Exemple :

Une variable aléatoire Y a pour espérance FE(Y) = 2 et pour variance V(YY) = 0,25. Cherchons a
minorer la probabilité P(1 <Y < 3):

On remarque que P(1 <Y <3)=P(|Y — E(Y)| < ...... ) = L, en tenant compte
de o(Y) =+/V(Y)=0,5.
D’aprés la conséquence de 'inégalité de Bienhaymé-Chebychev, on a donc :
P(IY = B(Y)| > oo ) < e donc P(|Y — B(Y)] > v )>1— soit P(1 <Y <
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2 Inégalité de concentration et loi des grands nombres

Propriété, inégalité de concentration :
Soit (X71; Xo;...; X,,) une liste de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme
loi d’espérance pu et de variance V. Soit M,, = w la variable aléatoire moyenne

de cet échantillon. Alors pour tout réel 6 > 0, on a

P(My, = 1t] 2 6) < eoveeeeee.

Preuve :
D’apres les propriétés des sommes de variables aléatoires indépendantes, on a E(M,) = pet V(M,) = ¥.
L’inégalité de Bienaymé-Chebychev donne alors :

P(IM, — p| < 8) < Y8 done P(|M, — | < 6) <

Propriété, loi(faible) des grands nombres :
Soit (X71; Xo;...; X,,) une liste de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme
loi d’espérance p et soit M, = 21FX2E=tXn 15 variable aléatoire moyenne de cet échan-

tillon. Pour tout réel 6 > 0, on a :

Preuve :
Admise
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