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Limites de fonctions, cours, terminale, spécialité
mathématiques

1 Limites finies a 1’infini

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +oo[ ou | — 0o; a] suivant le cas avec a € R.
Définition :

Soit [ un réel. f admet pour limite [ en 400 (resp. —oo) si pour tout
intervalle contenant [, il existe un réel zy tel que pour tous les réels
x supérieurs & oy (resp. pour tous les réels z inférieurs a xg) , f(x)
appartient a cet intervalle. On note alors ............cccoeeee oo, (resp.
............................... ).

On dit aussi que f(x) tend vers [ quand z tend vers 400 (resp. tend vers
—00).

Propriété :

[ J ].imm_)_l'_oo% — e et limm%_oo% — eee
e Pour tout entier naturel £ non nul ,
. 1
hma:—)-i—oo ok =
et lim,_,_ xik = ...
e Pour tout réel k,
. 1
hmx_>+00 Tk e
et lim,_,_ — = ..
o lim, . e =...

|H

Définition :

Soit I € R et soit C la courbe représentative d’une fonction f dans un
repeére.
On dit que la droite d’équation y = [ est asymptote horizontale a la
courbe C en +00 (Tesp. —00) SI ..covveviis cevvriiiiis e, (Tesp. wovveennnne.
.................................. ).
Exemples :
limg oo % = ... et lim,_, o i = ...
donc la droite d’équation .......... est une asymptote horizontale a I’hyperbole en +00 et en —oo.
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2 Limites infinies a ’'infini

Définition :

f admet pour limite +o0o en +o0o (resp. —oco en +o0) si pour tout in-
tervalle |M; +oo[ (resp. | — oo; M]) ot M est un réel, il existe un réel
xo tel que pour tous les réels x supérieurs a xg, f(x) €|M;+oo| (resp.

f(x) €] = o0; M]).

On note alors ..........cccoe oo, (TESP. eveiieiiiiiies v ).
On dit aussi que f(z) tend vers +oo (resp. tend vers —oo) quand = tend
vers +0o0 .

Remarque :
On définit de méme les limites en —oo.

Remarque : ¥
On définit de méme les li-
mites en —oo.

Remarque :

Limites et monotonie ne
sont, en général, pas liées. .
On peut montrer que pour
la fonction :
f:x— x4+ cos(z)
on a : lim, i f(x) =400
et lim, , o f(z) = -0
mais que cette fonction
n’est pourtant pas crois-
sante.

Propriétés :

Pour tout entier naturel &£ non nul,lim,_, . 2% = ......
lim, s oz = ......

lim, , 2?2 = ...

lim, , 23 = ...

lim, 400 /T = ......

lim, , e” = ...

http: //mathsfg. net. free. fr 2


http://mathsfg.net.free.fr

Limites de fonctions, cours, classe de terminale, spécialité mathématiques

3 Limites en un réel

On considére dans ce paragraphe une fonction f définie sur un ensemble Dy et a € Dy ol a est
I'extrémité d'un intervalle de Dy.
Définition :

e f admet pour limite a droite [ € R (resp. +00) en a si pour tout
intervalle Ju; v[ contenant [ il existe un réel zp > a tel que pour tout
x €la;xo[ on a f(x) €|u;v] (resp. si pour tout intervalle Ju; +ool,
il existe g tel que pour tout = €la; o] on a f(z) €]u; +00|).

On note alors .....cccccceer viviiiiiiiienn, (TeSP.  vvveeiieeiene
.................. ).

e f admet pour limite a gauche [ € R (resp. +00) en a si pour
tout intervalle Ju; v[ contenant [, il existe un réel xy < a tel que
pour tout = €|xg;al on a f(z) €]u;v[ (resp. si pour tout intervalle
Ju; +00[, il existe xy tel que pour tout x €|zg;al on a f(z) €
Ju; +o0f).

On note alors .........cccocevvis v, (TESP: wvvereieeeiieeieee

........................ ).

Définition :

Soit a un réel, C la courbe représentative d'une fonction f dans un repére.
On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a C si

Exemple :

. 1
hmmgo < =400
1

T

= —0OQ.

et hl’nx_’o
<

Définition :

On dit que f admet pour limite 400 en a lorsque pour tout intervalle de
la forme Ju; +o00], contient toutes les valeurs de f(z) dés que x est assez
proche de a. On écrit lim,,,, f(x) = +o0.

Remarque :
On définit de méme lim,, ,, f(z) = —o0 et limy ., f(x) =1 ou [ est un réel.
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4 Opérations sur les limites

4.1 Addition, multiplication, quotient

Dans ce qui suit, a est un réel ou a = +00 ou a = —oo. Propriétés :

lim, ,, f(x) leR|IeR|IeR| 400 | —00 | +©

lim,_,, g(z) 'eR| +0 | —00 | 400 | —00 | —00
Hmy o (f +9)(@) | e | i | i | e | e | e
lim,_,, f(z) leR | leRx| 400 | —00 | 0
lim, ,,g(z) |I'€eR 00 —00 | —00 | o0
lmg o (f9)(@) | coeee | e | | |
Exemple :
lim, oo 222+ 32 +5:
lim, oo 322 + % : Il y a une indéterminée & lever. 222 4 3z +
lim,_,_o 322 =.... 5=...
et lim, , % =.... Mg,y og e
Donc par somme lim,_,_ o 322 + % =... et imy s og vovvvneennnnn.
D’ou par produit .....
Propriété :
Soit f une fonction telle que f = 7 ou g et h sont deux autres fonctions.
Si g tend Vers ........cccee eeeiiiiiin eeviiiiiiiins et h tend vers 0 en un réel a,
alors f tend vers ................ , le signe restant a déterminer.

Exemple :
Etude des limites en 1 de z — 3“2 :
lim, ,13x+2=...etlim, o — 1 = ...
liml:l 3r+2— . et limmil 1= ...
donc hmxﬁl 5;”12 = ... et hmmﬂl 3;”12 = ...
D’ou la dr01te d’équation ........ est asymptote verticale a la courbe C.
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Propriétés :
lim, o f(z) | l€R | 400 ou —c0 leR leR*| 0 00
lim, o g(z) | I € Rx | +00 ou —c0 | 400 ou —oo 0 0 [ € R
lim,_,, %(aj) ..........................................

Exemple :
. . 2 . 1'2 .
limite en +o0 de f définie par f(x) = %2 pour z €] — 2; +o0].
On a limg , o0 42% + 3 =.... et limy,,, oo 7 + 2 =.... d’o11 une indétermination a lever.
Or f(z) = ...
On a limg, . o4+ % =....d’ou limg,, 1o x(4 + x%) =...
Comme limgy, ,, o 1 + % =...., on a donc limg, ,, ., f(x) =.....

4.2 Limites de fonctions composées

Théoréme :

a, b et ¢ désignent des réels ou +00 ou —oo. Soient f et g des fonctions. Si

lim,, . f(z)=... et limyx,  g(X)=... alors lim,, _g(f(z)) = .....
Exemple :
Soit h définie sur R par (—3z? 4 4)%.
On a limg o —32% +4 = ...... et limy oo X4 = ......

donc limg, o0 h(x) = ...
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5 Comparaison et limites

Théoréme de comparaison :

Si f et g sont deux fonctions telles que pour x assez grand, f(z) > g(z)
et lim, 1 g(x) = ....... alors lim, o f(2) = ........

Remarque :
Si pour z assez grand, f(x) < g(x) et si lim, 400 g(2) = ...... alors lim, o f(2) = ........

Preuve :

Soit [A;+oo[ avec A un nombre réel. Puisque lim, . g(z) = 400, il existe zo tel que pour tout
T > Ly veeeernnnnnnnaneeenns

Comme, pour z assez grand f(x) > g(z), on en déduit que pour x assez grand ............cccccceeeeee. ce qui
justifie que lim, ;o f(x) =.......

30 f(x) = x+sin(x)
g(x) = x—1
20
10
10 20 30

Théoréme des gendarmes :

Si f, g et h sont des fonctions et [ est un nombre réel tel que :
e pour z assez grand, g(z) < f(x) < h(x);
o lim, ., g(z)=.. etlim,, h(z)=...

Alors lim, 1 f(z) = .....

f(x) = sin(xx)— 1
sin(x)

g(x) =

sin(x) + 1

h(x) =

e
3 ,\ / 3\.\5/( BWHWu 21 23T A TS 26 27 2B 292631 32 33 34 >

Remarque :
Les deux théorémes précédents restent valident pour z tendant vers —oo et x tendant vers un réel.
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6 Limite et fonction exponentielle

Propriété :

o lim, ,, e"=....

o lim, . e = ...

Preuve :
e Soit h définie sur [0; +-o00[ par h(z) =......... .
On a pour tout > 0, h/(z) =...... :

R (x) > 0 si et seulement si ............ cest a dire z > .......
On en déduit que h est ................ SUT .ovvieeeeeeenns . Comme par ailleurs h(0) = ...., on a donc
pour tout = > 0, h(z)...... c’est & dire ................ :
Comme lim, ,,x = ...... , par comparaison on obtient lim, ,, . e* = .......

e On pose X = ...... On a lim, ,_ ..... = My 100 e = limy o0 eeeeremmnnnnn D’aprés le cas
précédent, limx oo veveenn. = e donc limy eLX =

Propriété (croissances comparées) :

. ex
limy 00 S = e

lim, , oze™ = ...
limg,_,_xe® = ...
Pour tout entier naturel £ non nul,

. 67] .
limy s q00 S5 = oo
et lim,_, o 2¥e* =

7 Application a la définition de la continuité d’une fonction

7.1 Notion de continuité

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un nombre réel de 1.
e La fonction f est dite continue en a si elle admet en a une limite
et ci cette limite est égale a ........ ,c’est adire Si.oooveeiiiiiiiiiiiiii,

e f est dite continue sur I si elle est continue en tout réel a € I.

Exemple : la fonction partie entiére notée E :
On appelle fonction partie entiére la fonction sur R telle
que pour tout réel x, E(x) est 'unique entier n tel que
n < x < n+ 1 La fonction E est continue sur tout
intervalle de la forme |n;n + 1] ol n est un entier relatif
mais pas en n.
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7.2 Généralisation du théoréme des valeurs intermédiaires a des intervalles
quelconques

Propriété :

Soit f une fonction continue sur un intervalle /. Le théoréme des valeurs
intermédiaires admet, entre autres, les généralisations suivantes :

e Si I = [a;+00] et lim, 1o f(x) = 400 alors pour tout réel
k > f(a), 'équation f(x) = k admet au moins une solution dans
I'intervalle [a; +ool. Si, de plus, f est strictement croissante, alors
il y a unicité de la solution.

o Sil =[a;b[ et lim,, f(x) = [ alors pour tout réel k compris entre
f(a) et [ I'équation f(x) = k admet au moins une solution dans
[a;b[. Si de plus f est strictement croissante, alors il y a unicité
de la solution.

e Si I = [—o0;b[, limy_oo f(z) = 1 et lim, f(x) = —o0 alors
pour tout réel k < [, 'équation f(x) = k admet au moins une
solution dans lintervalle | — oo;b[. Si de plus, f est strictement
décroissante, alors il y a unicité de la solution.

| a c +00 | a c b T | —00 c b
oo Tl z 1
/ el pN I
f k f k | f k |
/ / | Nl
f(a) f(a) I —oo_ ||
Exemple :
Etude du nombre de solution de I’équation z° = k ou k est un réel fixé :
Soit f définie par f(z) = z° sur | — oo; +00].
@ fest i donc continue sur | — oo; +00[;
e pour tout réel z, f'(x) =......ccoeee. donc f'(z).....0 et f'(z)....0 pour tout réel z non nul donc f
€S i e sur | — 0o; +00(;
o lim, ., 2’ =.... et lim,_,_x° =.......
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