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Matrices, cours, terminale, mathématiques expertes

1 Définitions

Dans ce qui suit, m et p sont des entiers naturels supérieurs ou égaux a 1.
Définition :

Une matrice A de dimensions m X p est un tableau de nombres réels ...... lignes et

...... colonnes. Ces nombres sont appelés coefficients de la matrice A. Pour 1 <i <m

et 1 <j < p, on note a;; ou a;; le coefficient situé¢ a I'intersection de la ligne 7 et de

la colonne j. On note aussi A = (a;;) la matrice A.

Exemple :
1 _
A 5 =3
3 4 7

Définitions :

e Une matrice de dimensions 1 X p est appelée vecteur-ligne ou matrice-ligne;

e Une matrice de dimensions m x 1 est appelée vecteur-colonne ou matrice-
colonne;

e Sim = p, la matrice est dite ................... d’ordre p.

e On appelle .....cooooiiiins v d’une matrice A = (a;;) matrice
notée A' définie par A' = (a;;). Les colonnes de la matrice A sont donc les
lignes de la matrice A?.

e Deux matrices A = (a;;) et B = (b;;) sont égales si pour tout ¢ tel que

1 <i<mettout jtel que 1 < j <p,onaa; = b

Exemples :

(1 5 —3) est un vecteur ligne.

1
5 | est un vecteur colonne.
—7
B = ( ! g) est une matrice .................... d’ordre 2.
1 3
At=1 5 4] estla s i de la matrice A.
-3 7
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2 Opérations sur les matrices

2.1 Somme

Définition : somme de matrices :
Soit A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de méme dimension. On appelle matrice

somme et on note A 4+ B, la matrice dont le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne

J est égale a a;; + b;; pour tout ¢ € {1;2;...;m} et tout j € {1;2;...; p}.

Propriétés :
Soit A, B et C trois matrices de méme dimensions. Alors :
e A+ B =B+ A:on dit que la somme de matrices est ............................ ;
e A+ (B+C) = (A+ B) 4+ C : on dit que la somme de matrices est

2.2 Produit par un réel

Définition : produit par un réel :
On appelle matrice produit de la matrice A par un réel k, la matrice notée kA

dont le coefficient de la ligne i et de la colonne j pour tout i € {1;2;...;m} et tout

J €{1;2;...;p} est égale a ka;;.

Exemple :

LA matrice 3A est égale a : 34 = ( )

Propriétés :

Soit et 5 deux réels et A et B deux matrices de méme dimension. Alors :
e (A4 B) =i ;
o (a+pP)A =i :
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2.3 Différence

Définitions :

e La matrice opposée de la matrice A est la matrice notée —A dont le coeflicient
de laligne i et de la colonne j pour tout ¢ € {1;2;...;m} et tout j € {1;2;...;p}

est égale a —ay; ;

e La matrice différence d’'une matrice A par une matrice B est la matrice notée
A — B et définie par A— B= A+ (—B);

e La matrice nulle est la matrice notée 0 dont tous les coefficients sont égaux
a 0.

Propriétés :

Pour toute matrice A :

2.4 Produit de matrices

Définition :
b1
. . by,
Soit A = ajq G2 ... ajp) un vecteur ligne et B = un vecteur colonne
bp,l

comportant p lignes.

Alors le produit A x B est égal au réel lezg a1 kbe1 = a11b11+ar0bo1+ .. Fag pby.
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Définition : produit de deux matrices :

Soit A une matrice de dimensions m X p et B une matrice de dimensions p x ¢. LE
produit de la matrice A par la matrice B, noté A x B ou AB est la matrice C' de
dimensions m X ¢ telle que pour tout i € {1;2;...;m} et tout j € {1;2;...;4}, le

coefficient ¢;; est égal au produit de la ligne < de A par la colonne j de B, c’est a

dire :

Propriétés :

Soit A, B et C trois matrices telles que toutes les sommes et les produits suivants

existent . Alors :
o (AB)C = A(BC) : le produit de matrices est ..........cc.cce..... ;
e A(B+C)=AB+ AC et (A+ B)C = AC + BC': le produit de matrices est
........................ par rapport a I’addition.

Remarque :

En général AB # BA : le produit de matrices n’est pas ....................

Définition :

On appelle ... s la matrice définie par I, =
1 0 0 0
0 1 00
00
0 10
0 0 1
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Propriété :

Pour toute matrice A carrée d’ordre p, AL, = [,A = ...

2.5 Puissance
Définition :

Soit A une matrice carrée d’ordre p et n un entier naturel supérieur ou égal a 1. La

..................................... de la matrice A est la matrice carrée d’ordre p définie par :

A"=Ax Ax---A
—————

n fois

En outre, par convention, on pose A° = I,,.

Propriétés :
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre p. Soit m et n deux entiers naturels

supérieurs ou égaux a 1. On a

Remarques :

Comme le produit matriciel n’est pas commutatif, en général (A x B)" # A™ x B"

et (A+ B)? # A2 +2AB + B2
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Propriété :
Soit D = (d; ;) une matrice carré diagonale, c’est a dire dont tous les coefficients

d; jsont nuls sauf les termes d;; pour i € {1;2;---;p}. Alors D™ est la matrice

diagonale dont les éléments diagonaux sont d7';.

Exemple :

Si D= > 0 alors D2 =~ 7
0 -3

3 Matrice inverse et systémes linéaires

Définition et propriété :
Soient A et A’ des matrices d’ordre p. On dit que A’ est la matrice inverse de A

ou que A est inversible d’inverse A’ si .........ccoeevienn. . Si A est inversible, alors sa

matrice inverse est unique. On note alors A=! = A’.

Preuve de ’unicité :

Soit A” une autre matrice vérifiant AA”" = A"A = I,,.

De A”A = I on déduit A”AA’ = A’ et de AA’ = I on déduit A”AA’ = A” donc
A = A".

Théoréme :

b
Soit A = une matrice carrée d’ordre 2. Alors A est inversible si et seulement
c

si ad — bc # 0 et on a alors

Al =

Exemple :
1 2
3 4/
Comme 1 x4 —2x3=-2+#0,

A est inversible d’inverse A~! ...

Soit A =
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Définition :

. a . ) . .
Soit A = une matrice carrée d’ordre 2. On appelle Déterminant de la

c
matrice A le nombre det(A) =..............

A est donc inversible si et seulement si son déterminant est non nul d’aprés le

théoréme précédent et

ATl =

Propriété : écriture matricielle d’un systéme linéaire :

On considére un systeme linéaire de p équations a p inconnues xy, g, ... ,, :

1,171 -+ Q122 + ...+ Q1. pTp = bl

a1 -+ A2 2T2 + ...+ A2 pTp = bp

gl by
al’l ... al,p
T2 by
On pose A = oo L, X =] |etB=
ap’l ... ap’p x b
P P

Alors le systéme linéaire s’écrit a ’aide de matrices ..........

Exemple :

Le systéme
r+2y=>5
3r+4y =6

s’écrit ...
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Propriété et définition :

On considére un systéme linéaire d’écriture matricielle
AX =B

ol A est une matrice carrée d’ordre p inversible. Alors le systéme admet une solution

unique X donnée par

Un tel systéme est appelé .........ccovvviiiiiies i, )

Exemple :

1 2 5
Comme vu dans les exemples précédents, avec A = <3 4) et B = (6)’ on a

—2
30 -1

2 2

det(A) # 0, A est inversible et d’inverse A~! = donc le systéme a pour

solution
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4 Matrices et transformations du plan

4.1 Transformations du plan

Définition, translation, symétries, rappels :
Les définitions suivantes sont valides dans le plan ou dans ’espace.
e Soit « un vecteur.On appelle translation de vecteur u la transformation du
plan ou de 'espace qui, a tout point M associe le point M’ tel que MM = 4.
e Soit d une droite. On appelle symétrie axiale par rapport a une droite d la
transformation du plan ou de I'espace qui, & tout point M associe le point
M’ tel que d soit la médiatrice de [M M.

e Soit O un point. On appelle symétrie de centre O la transformation qui, a

tout point M, associe le point M’ tel que O est le milieu de [M M.

Définition, homothétie :

Soit O un point de I'espace ou du plan et k un réel. On appelle homothétie de centre

O et de rapport k la transformation qui, a tout point M, associe le point M’ tel que
OM' = kOM.

Définition, rotation :

Soit O un point du plan et  un réel. On appelle rotation de centre O et d’angle 6

dans le sens direct, la transformation qui, a tout point M, associe le point M’ tel
que (OM;OM") = 0 et OM = OM'.

4.2 Lien avec les matrices

Propriété :

Dans un repére du plan, on considére la translation de vecteur @ de coordonnées
a
<b>' Pour tout point M de coordonnées (x;y) du plan, 'image M’ a pour coor-

données (z;1) tel que
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Exemple :

3
on obtient M'(............... HSUTRRRT ).

En particulier, pour A(4;1) on a A'(....;....). ORERERRRETNAE

—6
Ci-contre, pour M(x;y) et « ( ) o

Propriété :
Pour les transformations géométriques du plan suivantes, on associe la matrice dite

a
de transformation T = ( J qui & tout point M (x;y) associe le point image

9690

e Pour une symétrie axiale par rapport a ’axe des abscisses :

M'(z';y) tel que

e pour une symétrie axiale par rapport a ’axe des ordonnées

e Pour une rotation de centre O et d’angle 6,

Pour une homothétie de centre O et de rapport k réel,
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Exemple :
La matrice associée a une rotation de centre O et

d’angle % est

¢

Pour tout point M (z;y) d’image M'(z';y’) par cette /
4 a

rotation on a donc
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