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1 Généralités sur les lois de probabilités continues

Notation :
On considére un univers I de la forme [a;b] ou a et b sont deux réels tels que a < b

ou de la forme [a; +oo[ avec a réel. On notera :

o [ f f b f(x)dt dans le premier cas;
e [, f dt = limp_s 4 oo f f(t)dt dans le deuxiéme cas.
Définition :

Avec les notations précédentes :

e On appelle densité de probabilité sur I, toute fonction f continue et positive

/I Ft)dt =

e On dit qu’une variable aléatoire X & valeurs dans [ suit une loi de probabilité

telle que

de densité f sur [ si pour tout intervalle J inclus dans I :

P(X € J) :/f(t)dt
J

Une telle variable aléatoire est dite continue sur I.

Exemple :

Soit f définie par f(z) = 2x sur [0; 1].
f est continue et positive sur [0;1].

[y f()dt = [ 2tdt =[] = 1% — 0% = L.
f est donc la densité de probabilité

d’une variable aléatoire X qui vérifie :

P(X <z)= [} f(t)dt = [ 2tdt = [°]5 = 2>

Propriété :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de probabilité continue de densité f

sur 1.
e P(Xel)=1;
e Pour tout réel x, P(X = [T f(t)dt = 0;
o P(X € [a;b]) = P(X E]a, b)) = P(X € [a;0]) = P(X €]a;b]) et P(X <
a)) = P(X < a) pour tous les réels a et b avec a < b.
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Définition :
On appelle espérance mathématique d’'une variable aléatoire continue X de densité

de probabilité f définie sur un intervalle J le réel noté E(X) défini par

B(X) = /, LE(E)dt

Exemple :
Pour la variable aléatoire X de ’exemple précédent, on a E(X) = folt X 2tdt =

1 3
Jy 2t2dt = 255 = 2.

2 Loi uniforme

Propriété et définition :
Soit [a; b] un intervalle avec a et b réels. On appelle loi uniforme sur [a;b] | la loi de

probabilit¢ dont la densité f est f(x) = 7~ pour tout réel x € [a;b].

Si une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [a; b] on note X ~ U([a;b]).

Preuve :
Onaf>0et onafff(t)dt:ffldt: ] =b—a.

Exemple :

La fonction Alea() du tableur

donne des valeurs suivants la loi uniforme
sur [0; 1].

=05
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Propriété :

Pour tous les réels ¢ et d de [a; b] avec ¢ < d,

Plc<X <d)=

Exemple :

On consideére une variable aléatoire X qui suit la loi uniforme sur I'intervalle [20; 50].

Alors P(20 < X < 25) = 2 1 gy 25Ldt:[3_10t]25_25720_5 1

20 5020 20 30 20 — 5020 30 6

Propriété :
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a;b]. Alors l'espérance

E(X) de X est :
a+b

Preuve :
B(X) = [} t7(0)it = [? gt = [

2 a2 a
donc E(X) = ﬁ(% T2 2(b1—a)( —a)(b+a) = ;b

3 Loi exponentielle

Définition et propriété :
Soit A un réel strictement positif. On appelle loi ezponentielle de parameétre A la loi
de probabilité dont la densité f est définie par :

f(t) =Xxe™

pour tout réel t € [0; +o0.

Si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A alors on note

X ~ E(N).
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Preuve :
Ona f>0.
Jo F@)dt = J3 et HH
_ [_e—,\t]g — M (_e—,\O) — 1 — N ) =1e
o] T~
Or limy 4o 1 — e =1 d'ot [ Ae™Mdt = 1. EESans: T
Propriété :

Si X est une loi de probabilité suivant une loi exponentielle de paramétre A, alors

pour tout réel b,
e P(X<b)=P(X<b)=1-—e;
e P(X>b)=P(X >b)=c?.

Preuve :
by _ 1 [ _
PX<b)=PO0<X<b) = [/ AeMdt=XNFeMi=2(eM—e)=1—e?
Propriété :

Si X est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A, alors

pour tous les réels positifs ¢ et h :

Pxsi(X >t+h)=P(X >h)

Preuve :
_ P((X>t+h)N(X>1)) _ P(X>t+h) _ 1-P(X<t+h)
Px>y(X >t+h) = Pla>D) = TP(X>h) — 1-P(X<b) °
-2 h — _ _
D’oil PX2t<X Z t+ h) — 1_1(E(—1€_e£i\t))) _ ¢ :ft/\th) _ e :’i«z)\t%h _ e—)\h

Or P(X > h)=1— P(X < h) = e M d’ot I'égalité.

Propriété :

L’espérance d’une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de paramétre A

est
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Preuve () :

Soit ¢ la fonction définie par g(t) = Me~* pour tout ¢t > 0.

On cherche une primitive G de g de la forme G(t) = (at + b)e .
On a G'(t) = ae™ — (at + b)de ™ = (a — \b — at)e .

G'(t) =g(t) poura—Ab=0et —a = A

cest Adirea=—-\etb= —71

d'ou G(t) = (—t — 5)e ™.
On a donc fobg(t)dt = G(b) — G(0).

Or G(0) = —3 et G(b) = —be ™ — 27

Comme limy_, ;o be™** = 0 et limy_, o e = 0 on a donc lim,_, , o G(b) — G(0) =

>
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