Limites de fonctions, cours, terminale ST

F.Gaudon
17 octobre 2010

Table des matiéres
1 Limites finies a ’'infini
2 Limites infinies a l’infini

3 Opérations sur les limites a ’infini
3.1 Addition . ..o e e
3.2 Multiplication . . . . . . L
3.3 Inverse . . . .o e e e
3.4 Quotient . . . . . L L e e e e
3.5 Cas des limites a I'infini des fonctions polyndémes ou rationnelles . . . . . .. .. .. ...

4 Limites en un réel

5 Limites de fonctions composées



Limites de fonctions, cours, classe de terminale STI

1 Limites finies a 'infini

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +oo[ ou a € R.
Définition :

Propriété :

Définition :

Exemples :
lim, 1o % =0et limw%_oo% = 0 donc la droite d’équation y = 0 est asymptote a ’hyperbole en +o00
et en —oo0.
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Limites de fonctions, cours, classe de terminale STI

2 Limites infinies a 'infini

Définition :

Remarque :
On définit de méme les limites en —oo

Propriétés :
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Limites de fonctions, cours, classe de terminale STI

Définition :

Exemple :

Soit f la fonction définie pour tout z € R — {3} par f(z) = 3z +2+ - et soit D la droite d’équation
y=3x+2 Ona f(z) — 3z +2) = - pour tout réel x # R — {2} et lim,_, o -— = 0 donc D est
une asymptote oblique & C; en 400 (méme démonstration en —oo).
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3 Opérations sur les limites & I’infini

3.1 Addition

¢ désigne +o00 ou —oo.

lim, . f(z) leR |[IeR|IeR | 400 | —0 +00
lim, . g(x) 'eR| 400 | —00 | 400 | —00 —00
lim, ,.(f+g)(z) | I+ | +o0 | —00 | 400 | —oo | indéterminée

Exemple :
f(x) =2*+3x. On a lim, ,, o, ¥? = 400 et lim, ., 3z = +00 donc lim,_, , f(x) = +o0.

Pour g(x) = 2 — 3z en 400 on ne peut pas conclure en utilisant les régles précédentes.

3.2 Multiplication

lim, . f(z) leR | leRx | +/—00 0
lim, ,.g(z) |['€R|+/—00|+/—00 +/ — o0
lim, .(fg)(x) | W | +/—o00|+/— o0 | indéterminée

Exemple :
g(z) = % — 3z. On a pour tout réel z, g(x) = z(x — 3). Or lim,_, ;oo ¢ = +00 et lim, ,, o & — 3 = +00

donc lim,_,; « g(z) = +oc.

3.3 Inverse

limg e f(x) [ I#0] 0F | 07 | +/—o0
1
1

lim,_,. ﬁ 400 | —00 0
3.4 Quotient
lim, . f(x) l l [#0 0 +/—00 | +/—00 +/ — o0
lim, .g(x) |I'#0 | +/ — o0 0 0 0 I'#0 +/ — o0
lim, . g(—g % 0 +/ — oo | indéterminée | +/ — oo | +/ — 0o | indéterminée
Exemple :
flx) = 4;15. On a lim, ;o3 =3 et lim, ., 42 + 5 = 400 donc lim, . f(z) =0.

2 e N s s
Pour g(z) = ﬁ’;—jf en +00, on ne peut pas conclure en utilisant les régles précédentes.
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3.5 Cas des limites & I’'infini des fonctions polynémes ou rationnelles

Propriété :

Soit f une fonction polynoéme définie par f(z) = ap + a1z + ... + a,a"
pour tout réel x avec a,, # 0 et n entier. Alors sa limite en l'infini (400
ou —o0) est celle de son monoéme de plus haut degré a,z".

Preuve :

On le montre pour x tendant vers +oo, la démonstration restant la méme pour = tendant vers —oo.
On écrit f(x) = 2™(% + S5 + ... 4+ 22 + a,,). On constate que lim, 4 % = 0, lim, 4o -5 = 0,
sy limg 4 oo =L = 0. Comme a,, # 0 et que ™ tend vers +o00, la limite en 400 est bien donnée par la

X
limite de a,z".

Propriété :

En +o0o et en —oo, la limite de la fonction rationnelle f définie par

_ anx+an_12" 1+...4ag 4 ..
f(z) = Do b e T AVeC an 7# 0 et by # 0 est donnée par la limite

anz”
de b

Preuve :
On écrit f(z) =

An—1
T

" an+

P bp—1 b
bp+L—=+.. 4L +bo

T

a
+~r+;ﬁ%T+ao

et on raisonne comme dans la démonstration précédente.

Preuve :

g(z) = % : g a la méme limite que x — % = 3z donc a pour limite +o00 et +o00.

4 Limites en un réel
On considére dans ce paragraphe une fonction f définie sur un ensemble Dy et a est 'extrémité d’un

intervalle de Dy.
Définition :

e f admet pour limite IR (resp. +00) en a si les valeurs de f(x) peuvent
étre rendues aussi proches de [ (resp. aussi grandes) que 'on veut &
condition de prendre les valeurs de x suffisament proches de a.

On note alors lim,_,, f(z) =1 (resp. lim,_, f(x) = +o0.

e f admet pour limite & droite [ € R (resp. +00) en a si les valeurs
de f(z) peuvent étre rendues aussi proches de [ (resp. aussi grandes)
que 'on veut a condition de prendre les valeurs de x supérieures & a
suffisament proches de a.

On note alors lim,_,, f(x) = (resp. lim,_,, f(z) = +00).

e f admet pour limite & gauche | € R (re>sp. +00) en a si les valeurs
de f(z) peuvent étre rendues aussi proches de [ (resp. aussi grandes)
que l'on veut & condition de prendre les valeurs de x inférieures a a
suffisament proches de a.

On note alors limZQG f(x) =1 (resp. limx2af(x) = 400).
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Exemple :
1
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Définition :

Soit C la courbe représentative de la fonction f dans un repére. On sup-
pose que a € Dy mais que a est une extrémité de Dy. On dit que la droite
d’équation x = a est asymptote verticale & C si la limite ou la limite &
droite ou a gauche de f en a est +00 ou —oo.

Propriété :

Soit f une fonction telle que f = ¢ ol g et h sont deux autres fonctions.
Si g tend vers une limite non nulle et A tend vers 0 en un réel a, alors f
tend vers 'infini, le signe restant a déterminer.

Exemple :
lim,_,; = +1 =2 et lim, ,, = — 1 = 0% donc lim,_,; Z1 = +o0.
> > ~
hmx—»lx + 1=2 et hmx_)]_[L' — 1= O_ donc hm:(:_,l ;E%} = —00

< <
D’ou la droite d’équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe C.

Propriété :

Les opérations sur les limites & 'infini sont valables pour les limites en
un réel, on se référera donc au paragraphe « Opérations sur les limites a
Iinfini ».
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5 Limites de fonctions composées

Propriété :

a, b et [ désignent des réel ou 400 ou —oo. u et f sont deux fonctions.
Si limg,q u(z) = b et lim, .y, f(X) = 1, alors lim,,,, f ou(x)) = [.

Exemple :
On considére la fonction h définie sur R par —v/3z2 + 4. On a limg, 4 o 32%4+4 = 400 et limx, 100 VX =
—o0 donc limg, 4o h(z) = —oc.

Preuve :
admise
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