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1 Ellipse

Définition :

Soient F et F' deux points. On note ¢ = £E. Soit a € R tel que a > c.

Soit O le milieu de [F'F"]. :

e L’ensemble £ des points M du plan tels que MF + MF' = 2a est
appelé ellipse de foyers F et F', de centre le milieu O de [F'F"].

o (FF') est appelé azxe focal. O est appelé centre de Dellipse.

e On pose e = 2. e est appelé exceniricité de la conique.

Propriété et définitions :

Soit (O; ;,j) le repére orthonormé d’origine O tel que i = O—lFO_F. On note
b le nombre b = v/a? — ¢2. Alors les points A(a;0), A'(—a;0), B(0;b) et
B’(0; —b) sont des points de lellipse appelés sommets de 1'ellipse. a est
appelé demi-grand axe de l'ellipse et b est appelé demi-petit axe.

Preuve :

e Ona AF+AF' =(a—c¢)+ (a+c¢)=a—c+a—c=2adonc A appartient a lellipse définie par
MF + MF" = 2a. De méme, A’ appartient a la conique.

e Soit b = va? —c2 et B(0;b). On a BF + BF’ = 2BF car B appartient a la médiatrice de [F'F"].
D’aprés le théoréeme de Pythagore dans le triangle BOF rectangle en O on a obtient BF? =
OB%?+OF? donc BF? =b>+c2. Or b= +va? — c? donne b* = a> —c? donc BF? =a>-c*+c? =a
et BF' = a. Finalement, on obtient donc BF + BF' = 2BF = 2a ce qui montre que le point B
appartient a la conique.

Propriété :

Soit O le milieu de F'F’. On appelle R = (O,;,;) le repére orthonormal

d’origine O tel que ¢ = O—lFOF. Alors, dans ce repére, lellipse £ est
- 2 2

'ensemble des points M (z;y) tels que %5 + % = 1 o b = Va? — % et

0<b<a.
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Preuve :

Soit M(z;y). On a F(x;0) donc MF? = (x — ¢)® + y?. et de méme MF? = (x + ¢)* + y. D’ou
MF+MF"? = 2? —2cx+c*+y*—2?—2cx—*—y* = —4dcx. Dot (MF—MF' )X (MF+MF') = —4cz. Or
M € & équivaut 8 MF+MF' = 2a donc a (MF —MF') x2a = —4cx c’est adire a MF —MF' = —2%x.
De MF+MF' = 2a et MF —MF'" = —2%x on déduit par addition membre & membre 2M F' = 2a —2x
et 2MF' = 2a + 2%z c’est a dire MF—a——a:et MF' =a+ fx.

M(z;y) € € = CMF? = (a— x)? et MF? = (a+ £x)? Dot (95—0)2 +y? = (a— Sx)? c’est a dire

2?2 —2cx+cA+y? =a®>—2cx+ < a23c ce qui équivaut a (1 — Z—z)xQ—l—yQ =a’—c%et U«Q(ZZQ 0262)1’ + a2 02 = 1.

Réciproquement, soit M (z;y) un point de I'ensemble £ d’équation i—; + bj 1 avec a > b > 0,

F(c;0) et F'(—c;0) et ¢ = Va? — b2,

On a alors MF? = (z —¢)> +y* = 2 + y* + & — 2cz. Or v 1—2—;ety2:b2—2—zx2puis
y? = a® — 02—x2(a_c) Donc MF? = 22 +a2 -4+ 5 —20x—|—c2—a2+2—§x2—20x. Or
(a—<)? = a® — 2cx + Sa? done MF? = (a — <x)? et de méme ]\4F/2 (a+ <x)? d’ou l'on déduit que

MF =a— £x et MF' = a+ £r en tenant compte des signes (x < a donc z < et v < & donc

a—<x>0) etMF—I—MF’—Qa.

2
Vi

Propriété :

2

L’équation % + i’—z =1 avec 0 < b < a est 'équation de 'ellipse
de centre O;

de foyers F(c;0), F'(—¢;0) avec ¢ = va? — b?;

d’excentricité e = £ ;

d’axe focal (FF');

de sommets A(a;0), A'(—a;0), B(0;b) et B'(0; —b).

Preuve :
Contenue dans ce qui précéde.

Exemple :

Soit C la courbe d’équation %2 + "’5—2 = 1 dans un repére orthonormé. On pose a = 3 et b = /5. | est
I'ellipse de centre O, d’axe focal (Oz), de sommets A(3;0), A’(—3;0), B(v/5;0) et B'(—/5;0). En outre,
onab’=a?>—c*doncc®=a>—-0>=9—-5=4douc=2 et les foyers sont F(2;0) et F'(—2,0).
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Propriétés :
e O est le centre de symétrie de Dellipse & ;
e (Ozx) et (Oy) sont des axes de symétrie de Dellipse.
Preuve : 2
Soit M (z;y). Alors M'(—x; —y) est son symétrique par rapport a O. M € & & 2—2 +5 =1«

(=2)?

=+ (;—2)2 =1< M € &. On porcéde de méme pour les deux autres symétries.

Propriété (représentation paramétrique) :

a:z =

Lellipse d’équation 75 + ?;)’—j = 1 dans un repére orthonormal (O; z,j) est
I'ensemble des points M (z(t); y(t)) tels que : x(t) = acos(t) et y(t) =
beos(t) avec t € [0; 27].

On dit que lellipse est 'image du cercle de centre O et de rayon a par
une affinité orthogonale d’axe (Ox) et de rapport 2.

Preuve :

Soit M (acos(t);bsin(t)) ou ¢ est un réel. Alors (acfQ(t))Q + (bSiZZSt))Q = cos?(t) +sin?(t) = 1 donc M € &.
Réciproquement, si M € & alors z—z - %}’—s =1 c’est a dire (2)?+ (%)? = 1 donc M appartient au cercle

trigonométrique et il existe donc ¢ € R tel que £ = cos(t) et ¥ = sin(t) ce qui démontre le paramétrage

voulu.

Sl

2 Hyperbole

Définition :

Solent F' et F’ deux points. On note ¢ = FTFI Soit O le milieu de [FF”].
Soit a € R tel que 0 < a < c¢. L’ensemble H des points M du plan tels
que |MF — MF'| = 2a est appelé hyperbole de foyers F et F'.

(FF') est appelé aze focal. O est appelé centre de I’hyperbole

On pose e = <. e est appelé excentricité de la conique.

Remarque :
On a e > 1, e ce qui est caractéristique des hyperboles.
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Propriété et définition :
Soit (O;1; ) le repere orthonormé d’origine O tel que i = 5=OF. Alors les points A(a;0) et A’'(—a;0)
sont des points de 'hyperbole appelés sommets de 'hyperbole.

Propriété :

Preuve :
Admise.

Propriété :
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Propriétés :
e O est le centre de symétrie de I’hyperbole H ;
e (Ox) et (Oy) sont des axes de symétrie de ’hyperbole.
Exemple :
Considérons la courbe C d’équation 4x? — 2y? = 1 dans un repére orthonormé (O; ;7). Cette équation
s’écrit I—f—#Ild’Ol\l —”1”2—2+?{—2:1.
I RN

On pose a = % et b = \/Li et on a ¢c = vVa®+ b = %g La courbe C est donc 'hyperbole de centre O,

d’axe focal (Ox) de sommets A(%;0) et A'(—3;0), de foyers F(‘/Tg, 0) et F’(—‘/Tg; 0).
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