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1 Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle

Définition :

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;0] et C sa
courbe représentative dans un repére (O; ;7). ortogonal. On appelle in-
tégrale de a & b de la fonction f la mesure de l'aire ............. ..........

Remarques :
e Pour toute fonction continue et positive sur [a;b], on a f: f)ydt > ...
e Sib=a,ona [ f(t)dt=...;

Relation de Chasles :

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I = [a;c]| et b
un réel de I. Alors :

Propriété de conservation de ’ordre :

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a;b] telles que
pour tout = € [a;b], f(z) < g(z).
AlOTS o s .
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Définition :

On appelle valeur moyenne de f sur [a;b], le réel

Remarque :

Si f est positive sur [a;b], la valeur moyenne s’interpréte géométriquement comme la hauteur du
rectangle de coté b — a et de méme aire que laire de la partie du plan comprise entre la courbe de la
fonction, ’axe des abscisses et les droites d’équation x = a et z = b.

2 Lien entre intégrale et primitives

Théoréme :

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. La fonction
G définie sur [a;b] par G(z) = [ f(t)dt est dérivable sur [a;b] et a pour
dérivée ......... :

Propriété :

Si f est continue et positive sur un intervalle [a; b] alors

[RC

ou F' est une primitive quelconque de f sur [a;b].

Preuve :

Soit F' une primitive de f.

D’aprés la propriété précédente, G définie par G(x) = fax f(t)dt est une primitive de f et G(a) = 0.
Donc, il existe une constante réelle ¢ telle que pour tout z de [a;b] F(x) = G(z) + c.

On a alors F'(b) — F(a) = ....

Exemple :
ff Sadr = ...
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3 Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Propriété :

Propriété et définition :

Preuve :

Il faut démontrer que la définition est indépendante de la primitive F' de f utilisée.
Soient donc F' et G deux primitives de f. Il existe donc un réel ¢ tel que G = F + c.
D’ou G(b) — G(a) =....

Le nombre obtenu ne dépend donc pas de la primitive de f utilisée.

Notation :

Exemple :

1 —5¢ _
IN dr = ..

Théoréme :

Propriété, relation de Chasles :
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Preuve :
Soit F' une primitive de f. On a

Conséquences :

Preuve :
D’une part, [ f(z)dz = ......... et d’autre part, fab f(@)dz + [ f(z)dx = [T f(z)dz d’ou les deux
résultats.

Propriété de linéarité de l’intégrale :

Preuve :

Soient F' et GG des primitives de f et g respectivement. Alors F' + G est une primitive de f + g car
(F+G))=F+G =....

et on a ff(f(x) F () AT =it i e e s .

De méme, kF est une primitive de kf et fab EF(Z) AT =.viiiiiiis coeeeieeeeecs e e, :

Propriété de positivité de ’intégrale :
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Preuve :
e Si f est positive, alors, f; f(z) dx est laire de la partie de plan comprise entre les droites d’équa-
tion x = a, x = b, y = 0 et la courbe Cy donc est positive.
e Sipour tout x réel de [a;b], f(z) < g(x) implique g(x) — f(x).....0 c’est & dire que g — f est ...........
D’oll f;(g(x)—f(x)) dz.....0 d’apreés le point précédent ce qui s’écrit encore fab g(z)de....... fab f(x)dx.

Propriété :

Définition :
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