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1 Notion de nombre complexe

Définition :
Il existe un ensemble noté C et appelé ensemble des nombres complexes tel que :

e C contient 'ensemble des ...........ccc. weveiiininine ;

e l'addition et la multiplication des nombres complexes « prolongent » 1’addi-
tion et la multiplication des nombres réels. (c’est a dire que 1’addition ou la
multiplication de deux nombres réels considérés comme nombres complexes
est 'addition ou la multiplication usuelle sur les nombres réels) ;

e [l existe un unique nombre complexe noté 7 tel que ................. .

e Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique z = ............. Ol vvvvnnnens
Li6criture = = a -+ ib o5t AP e oo du mombre complexe .
Le nombre réel a est appelé .......cccooeee ieieiinnnnnn. du nombre complexe z et noté
.I;.e;..r.l.(;;r;.l;;e).réel b est appelé ... i, du nombre complexe z et noté
Sla:(),le nombre z s’écrit z = ........... AVEC .eeirvrinees . On dit alors que z est un

Exemples :

Le réel 3 est aussi un nombre complexe, il s’écrit 3 = 3+ 0 X i. Le nombre 3 + 27 est
un nombre complexe non réel. Sa ............ i est 2 et sa .cooeeiiiinis v
est 3..

Remarque :
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme ..........

............ et laméme .....oocoo i
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2 Opérations sur les nombres complexes

Définition :
Soient z = a + ib et 2’ = a'i + b’ deux nombres complexes avec a, b, a’ et b’ réels.
e On définit 'opposé de z et on note —z le nombre —z = —a — b.
e On définit 'addition des nombres complexes z et 2z’ et on note z + 2/ le
nombre :

/
24+ 2z =

e On définit la multiplication des nombres complexes z et 2’ et on note zz' le

nombre :

22" = (a+ib)(d + V) =

Remarque :
L’addition et la multiplication dans les complexes prolongent ’addition et la mul-
tiplication dans les réels car, si z et 2’ sont réels, c’est z = a et 2/ = a’ avec a et d

réels, alors z+ 2/ = a+a’ et z2/ = ad'.

Exemples :
o (3+42i)+(5—4i) =wrernen.

0 (34 20)(5 — 4) =rvvrooerrrrcreeernnen

3421

[ ] B4y rtrterereeeseeeeeeees

Propriétés :

Pour tous les nombres complexes z et 2/,

o (2+2) =i
o (z—2 ) =i
o (z—2)(z4+2) =i
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3 Représentation géométrique des nombres complexes

Définition :
Soit (O;w; ¥) un repére orthonormé du plan.

e A tout nombre complexe z = a + ib avec a et b réels, on associe le point M

de coordonnées (a;b). On dit que M est .c..ococer eeeeenennnn de z et que OM est
......................... de z

e Tout point M de coordonnées (x;y) est le ......c... oo d’un unique com-
plexe z = x 4+ iy. On dit que z est ................... du point M et du vecteur
OM.

Remarques :
e Les nombres réels sont les .................. des points de I'axe des ........ccccevunnnn..
qui est pour cette raison aussi appelé axe ............ .
e Les nombres imaginaires purs sont les ................. des points de 'axe des

.................. qui est pour cette raison aussi appelé axe ............. ...

Propriétés :
On considére deux points A et B du plan complexe muni d’un repére (O; ;)
d’affixes respectives z4 et zp, alors

e le vecteur AB a pour affixe ............... .

e L’affixe du milieu I de [AB] est 27 =..ccocvveeneeenn .
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Preuve :

e A et B ont pour coordonnées (x4;ya) et (xp;yp) dans (O;u;v) et par
ailleurs, z4 = x4 + iys et zg = xp + iyg. Le vecteur AB a pour co-
ordonnées .........coceveeeeennnnn.. dans le repére (O;w;¥) et donc pour affixe
....................................... dans ce repére.

Or zg — 24 =.....

e On sait que ;7 =.....couveee et Y =i
Or 2afze—

4 Conjugué d’un nombre complexe

Définition :

Pour tout nombre complexe z de forme algébrique z = a + b avec a et b réels, on

appelle conjugué de z le nombre noté z et défini par zZ =........... .

Remarque :

—»
)

Dans le plan complexe muni d’un repére (O;u;v), si M est le point d’affixe z, le

point M’ d’affixe Z est le symétrique de M par rapport & I'axe des abscisse.
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Propriétés :
Soient z et 2’ deux nombres complexes.
e 2 est réel si et seulement z =...... ;

e 2 est imaginaire pur si et seulement si zZ =........ ;
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e siz#£0, == ;

Preuve :
e Soit z = a +ib avec a et b réels. z =....... s’écrit a + b =....... c’est a ib =.....
ou encore 2ib =...... ce qui équivaut & b = 0 c’est a dire z = a réel.
e Soit z = a+1b avec a et b réels. Z =....... équivaut a a — b =....... c’est a dire
a—1ib=...... ce qui équivaut a 2a =..... donc a a =

o Soient z =a+ibet 2/ =a 4+ il Z4 2 =eoioiiiiis s e,

e Soient z = a +ib et 2/ = a' + il/. D'une part, 22/ =...ccccceees coeiienenn
...................................... et d'autre part, 22/ =i e
.................... d’ou I'égalité.

e Initialisation : I'égalité est de maniére évidente vraie pour n = 0 car 2 = 1

donne 20 = 29 = 1.

Heérédité : Si l'égalité 2 =............. est vraie pour un rang n € N, alors pour
n+1,onaz" 1 =......... D’aprés la propriété précédente (qui n’est autre
que le cas n = 2...), on peut écrire que 2 = . Or, par hypothése
de récurrence, on a 2" =........... donc 21 =, . La propriété

est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : Par récurrence, on en déduit qu’elle est vraie pour tout rang

n € N*

e Soit z = a + b, alors g e e . en multipliant par ............. le
dénominateur et le numérateur. Ceci est encore égal & a‘éﬁg.
Par ailleurs, % e e en multipliant numérateur et dénomi-
nateur par .............. D’ou I'égalité.

0 T s et et e
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5 Equations du second degré a coefficients réels

Théoréme :

On considére I'équation az? + bz + ¢ = 0 avec a, b, c réels et a # 0 de discriminant
A = b? — 4ac. Alors :

e Si A....... , alors I’équation admet deux solutions réelles x; = et

Preuve (troisiéme cas) :

Dans tous les cas, az? + bz + ¢ = a(z* + 22+ £) = a((z — (—L))* - Y49 =

a((z— (—£))* - ”Z_Tﬁac) est 1'écriture canonique de az? + bz + c.

Y4 3 S Ay b\\2 __ b—dac _ A
L’équation s’écrit donc (2 — (—52))* = 5 = 13-

Si A < 0 alors —A > 0 donc v/—A existe et (iv/—A)? = —(—A) = A donc i/—A

a pour carré A.

; (b _ /A _(_by _ _i/A _ —b+ivA
Par conséquent, z — (—5-) = “5= ou z — (—5.) = 5. donc z = =TS ou
_ —b—iv/A
z = =5E,
2a

6 Module d’'un nombre complexe

Définition :

Soit z = at + b avec a et b réels un nombre complexe. On appelle module de z le

nombre noté |z| défini par |z| =............... . Dans le plan complexe muni d’un repére

(O;w; V), si M est 'image de z, alors |z| =......... :

Remarque :

Si x est un nombre réel, alors le module de x et la valeur absolue de x sont égaux,

d’ou l'utilisation de la méme notation.

Exemple :
Si 2z = =34 V36 alors |2] =.ccoiiieeeiies e e, :
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Propriétés :

Pour tous les nombres complexes z et 2’

o | —z|=.... et |Z] = ........ ;

o 22| = ;

e pour tout entier naturel n non nul, |z"| =............ ;
o | 2| =

Preuve :
e Evident.
e Soit z = a+ib et 2/ = d’ +ib’ deux nombres complexes avec a, b, a’ et b’ des
réels.
Dune part, on a 22’ =...coeriiiiieiininnn, done |22/ =i,

.................... dou |22/|* = a*a? — 2aad'bb’ + V*b? + a”?b* + 2aad’bV’ + a*V? =
a’a”? + b*? + a?b”? + o,

D’autre part, on a [z[* =......cccooe. et [2/]2 =i donc (|z]|])? =

(a® + b°)(a”? + b?) = aa” + a®b” + a*b* + a*b".

/’2

D'ou I'égalité |22']2 = (|z]|2])? et I'égalité voulue.

e Par récurrence sur n € N*,

Initialisation : pour n = 1, ...cccco ceeieiiinnn.n. donc la propriété est vraie
pour n = 1. Hérédité : si pour un rang n € N* ... ... , alors
|27 =, d’aprés la propriété précédente. Puisque par hypo-

" = O Cest la

propriété au rang n + 1 Conclusion : Puisque l'initialisation et I’hérédité sont

thése de récurrence, |2"| = .......... , alors |z

vraie, par récurrence, pour tout n € N*| [2"| = |z|™.

e Soit z =a+1ibet 2/ = da + b deux nombres complexes avec a, b, a’ et b’ des

réels.

s z _ a+ib _ (atib)(a’—ib) __ aa’4bb'4i(ba’—ab") A 22
D’une part 2 T ad+iy T (@) (al b)) T a’2+b"2 d’ou ’z’ ’ -
(aa’+bb/>2 ( a 7ab’) - 2a’2+b2b’2+b2a’2+a2b’2 _ (a2+b2)(a’2+b’2) _ a2+b2

a2+b/2 2102 (a2 +b2)2 (a”2+b'2)2 PEERR

|2] (a*4b%)
D’autre part (I ,‘)2 W

D’ou I'égalité.
o 2z = (a+ib)(a—ib) = a® + 1°.
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Propriétés :

—

Dans le plan complexe muni d’un repére (O;d;¥), soient A et B sont deux points

d’affixes respectives z4 et zg. Alors :

Preuve :
e Soit M tel que OM = AB. M a pour affixe zp — z4 et OM =
2] =i
o |z — 24| = |z — zp| se traduit géométriquement par .................. c’est a dire
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