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Lois normales, cours, classe de terminale S

1 Lol normale centrée et réduite

Propriété et définition :

Preuve :
La fonction f ci-dessus est positive et on admettra que fj;o flz)dz = 1.

Propriétés :

Preuve :
® I+ #e
e admis

f(—x) = f(x) pour tout réel x €] — oo; 0.

Conséquence de la parité et du fait que l'aire totale vaut 1.

Pz < X <z)=PX <z)—P(X < —x)=P(X <z)— P(X > z) par symétrie de 'aire

sous la courbe.

Donc P(~x < X <z)=PX<z)—(1-P(X <2x)=2P(X <x)—1

M

x

T est dérivable sur R donc continue sur R.
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Propriété :

| Si X ~N(0;1) alors E(X) =0et o(X) = 1.

Preuve :
Admis

Utilisation de la calculatrice :
Pour calculer P(a < X <b) :

e Sur Texas Instrument : Dans le menu , sélectionner | NormalFrép | puis taper mmﬂ
e Sur Casio : Dans le menu | STAT | choisir | DIST | puis [NORM | et |ncd | puis compléter avec les

parameétres a, b, et o.

Exemple :
Soit X ~ N(0;1).
e Calcul de P(X > 1,5) : les calculatrices ne permettent de calculer que P(a < X <b).
On peut contourner ce probléme de deux maniéres :
— On peut remarquer que P(X >1,5) =1— P(X <1,5) (événement contraire)
puis que P(X > 1,5) = 1 — (P(X <0)+ P(0 < X < 1,5)) en utilisant la symétrie par
rapport a I'axe des ordonnées
donc P(X >1,5)=1—-0,5-P(0 < X < 1,5) ~ 0,0668.
— On entre une valeur « trés grande » de b: P(1,5 < X < 1000) = 0, 0668
e Calcul de P(X < —1,5) :
on peut remarquer que P(X < —1,5) = P(X <0)—P(-1,6 < X <0)=0,5—P(-1,5 < X <0)
en utilisant la symétrie ce qui permet d’utiliser une calculatrice.

Propriété :

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi normale N (0; 1), alors pour
tout a €]0; 1], il existe un unique réel positif u, tel que

P(—u, < X <up)=1-—a

Preuve () :

D’aprés la symétrie de la courbe, on a pour tout réel z positif, P(—z < X <z)=2P(0< X <z) =
2 [ f(u)du.

On pose pour tout réel x positif, H(x) =2 [ f(u)du.

H est continue sur R. H est aussi strictement croissante sur ]0; +oo[ car H'(x) = 2f(z) pour tout réel
x positif. On a lim, .. H(z) =1 et H(0) = 0.

Pour tout réel o €]0;1[ on a 1 — « €]0; 1] et d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un
unique réel u, strictement positif tel que H(u,) =1 — a.

Remarque :

En particulier on a ugos ~ 1,96 et ug o ~ 2, 58.

Cela signifie que P(—1,96 < X < 1,96) ~ 0,95 et P(—2,58 < X < 2,58) =~ 0, 99.

Cela veut aussi dire qu’environ 95% des réalisations se trouvent dans U'intervalle [—1,96, 1,96] et 99%
se trouvent dans U'intervalle [—2, 58; 2, 58|.
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Utilisation de la calculatrice :
Pour calculer u tel que P(X < u) ~ a ou « est donné.

e Sur Texas Instrument : Dans le menu , sélectionner ’ FracNormale ‘ puis taper mﬂ

e Sur Casio : dans le menu | STAT | choisir ’DIST‘ puis ’NORM ‘ et ’InvN‘ puis compléter « area »
avec « et compléter les paramétres u et o.

Exemple :
X ~ N(0;1). On recherche u réel tel que P(—u < X <wu) =0,99.
e On exprime P(—u < X < u) a l'aide de P(X < w) pour pouvoir utiliser une calculatrice (les
calculatrices Casio permettent le calcul direct de u avec I'option « tail » mise & du menu

[LnvN) -
Plcu<X<u)=PX<u)-PX<—-u=PX<u—-(1-PX>-u))
donc P(—u< X <u)=PX <u)—1+PX>-u=PX<u—-1+PX<u =2PX<
u) — 1.

e Avec une calculatrice, on cherche u tel que 2P(X < u) — 1 = 0,99 c’est a dire tel que P(X <
u) = 22, On obtient bien u = 2, 58.
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2 Variables centrées et réduites

Propriété et définition :

Soit X une variable aléatoire discréte d’espérance E(X) = m, de variance
V(X) et d’écart type o(X) = /V(X). Alors :
e La variable aléatoire X — m a une espérance nulle : elle est dite
centrée;
e la variable aléatoire 7 = % a une espérance nulle et un écart
type égal a 1 : elle est dite centrée et réduite.

Preuve :
On a F(X —m) = E(X) —m par linéarité de 'espérance mathématique.
Dou E(X —m)=FEX)-m=m-m=0et E(Z>2)=1E(X —m) =0

2

Par ailleurs, V(X —m) = V(X) et V(%) = U—EV(X) =L =1

Propriété :

Soient n un entier naturel et p un réel de |0;1[.Soit X, une variable
aléatoire suivant la loi binomiale B(n;p). Alors la variable aléatoire Z,

définie par Z,, = % a pour espérance 0 et pour écart type 1.
np(1—p

La variable aléatoire Z,, est donc la variable centrée réduite associée a la
variable X,.

preuve :
On a X,, ~ B(n;p) donc on sait que E(X,) = np et 0(X,) = /np(1 — p).
E(Z,) = B(—ezte ) = E&) e par Jingarité de Iespérance mathématique.

Vinp(l—p)”  /np(1-p)
Donc E(Z,) = —2&=LE= = (.
np(1-p)
En outre, V(Z,) = mV(Xn —np) car V(aX) = a®*V(X)
et V(Z,) = mV(Xn) car V(X +b) = V(X).
Dou V(Z,) = mnp(l —p) =1

Théoréme de De Moivre-Laplace :

On considére une suite de variables aléatoires (X,,) suivant une loi bino-
miale B(n;p). Soit Z, = —=="2__ Alors pour tous les réels a et b tels

y/mp(1—p)

que a < b, on a

b
lim P(aanﬁb):/

1 a2
e 2dx
n——+o0o 27

Vor

c’est a dire que lorsque n devient « grand » Z,, suit approximativement

e .1 —
—_— 2
une loi de densité 7526 2

Preuve :
admis

Remarque :
En pratique, on utilise cette approximation dés que n > 30, np > 5 et n(l —p) > 5.
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3 Loi normale N (u,o?)

Définition :

Remarque :
La densité de probabilité d’une variable aléatoire qui suit N'(u; 0?) est représentée par une courbe « en
cloche » dont I'axe de symétrie est la droite d’équation = = p.

Propriété :

Preuve :
Immeédiat par changement de variable

Propriété :
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