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Limites de fonctions, cours, terminale S

1 Limites finies a I'infini

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +00[ ot @ € R.
Définition :

Soit [ un réel. f admet pour limite [ en 400 (resp. —oo) si pour tout
intervalle contenant [, il existe un réel z, tel que pour tous les réels
x supérieurs & xo (resp. pour tous les réels z inférieurs & zo) , f(z)
appartient a cet intervalle. On note alors ............cccoceee coveieeiinniinn, (resp.

............................... ).

On dit aussi que f(x) tend vers [ quand z tend vers +oo (resp. tend vers

—00).
Propriété :
T T
limg sq00 = ot limg oo o = ..
Pour tout entler naturel k£ > 0, 11mx—>+oo == et limg oo wik = ...
Pour tout entier naturel non nul k, lim, o = = ... et lim,, oo =7 =

Définition :

Soit [ € R et soit C la courbe représentative d’une fonction f dans un

repére.
On dit que la droite d’équation y = [ est asymptote horizontale a la
courbe C en +00 (resp. —00) Si .ceccueis ceiriiiiiiies v (resp. «oeeeeenenn.

.................................. ).

Exemples :
iy 00 = = oo et lim,,_o = = .... donc la droite d’équation .......... est une asymptote horizontale &
I’hyperbole en 400 et en —oo

2 Limites infinies & ’'infini

Définition :

f admet pour limite 400 en 400 (resp. en —oo en +00) si pour tout
intervalle | M; +o00[ (resp. | — oo; M]) ot M est un réel, il existe un réel
xo tel que pour tous les réels = supérieurs a xg, f(x) €]M;+oo[ (resp.
f (@) €] = oo0; M]).

On note alors .........ccceee o (TSP ereiriiiiiiies e ).
On dit aussi que f(x) tend vers 400 (resp. tend vers —oo) quand = tend
vers +00 .

Remarque :
On définit de méme les limites en —oo.
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Propriétés :

Pour tout entier naturel £ non nul,
o lim, , oF=...

lim, _cx=......

lim, , 2= ...

lim, ., 2= ...

].imx_)_l'_oo \/5 — ..

3 Limites en un réel

On conidére dans ce paragraphe une fonction f définie sur un ensemble D; et a € Dy ol a est
I'extrémité dun intervalle de Dy.
Définition :

e f admet pour limite a droite [ € R (resp. +00) en a si pour tout
intervalle |u; v] contenant [ il existe un réel xy > a tel que pour tout
x €la;xo[ on a f(x) €Ju;v| (resp. si pour tout intervalle Ju; +oof, il
existe zo tel que pour tout z €la; xo[ on a f(z) €ju; +00|).
On note alors ..o (resp.  woveerreeeieene
.................. ).

e f admet pour limite & gauche [ € R (resp. +00) en a si pour tout
intervalle |u; v[ contenant [, il existe un réel zq < a tel que pour tout
x €|xg;al on a f(x) €lu;v[ (resp. si pour tout intervalle Ju;+oof, il
existe zo tel que pour tout z €]zg;af on a f(z) €]u; +00|).
On note alors ........cccocceir ceiiiniiinie, (TESP.  wveeiireerirceieene

Exemple :
hmmg()% = ..... et llngoi = ...

Définition :

Soit a un réel, C la courbe représentative d’une fonction f dans un repére.
On dit que la droite d’équation x = a est asymptote verticale & C si

Propriété :

Soit f une fonction telle que f = £ out g et h sont deux autres fonctions.
Si g tend VErS ......ccceeer wevvevrininin veviriiiinenes et h tend vers 0 en un réel a,
alors f tend vers ................ , le signe restant a déterminer.

Exemples :
e La courbe de la fonction In admet une asymptote verticale d’équation ........ .

http: //mathsfg. net. free. fr 2


http://mathsfg.net.free.fr

Limites de fonctions, cours, classe de terminale S

o lim, jz+1=..¢etlim, 1x—1=....
> >
lim, 1x+1=... et lim, 1z —1=....
< <
donc lim, ¢ ‘”—*} = et lim, ; 2H = ...
ST 2 r—1
D’ou la droite d’équation ........ est asymptote verticale a la courbe C.

4 Opérations sur les limites

4.1 Addition, multiplication, quotient

lim, ,, f(z) leR|IeR|IeR| 400 | —00 | 400
lim,_,, g(z) 'eR| 40 | =00 | 400 | —00 | —0
Hmy o (f 4+ 9)(@) | e | i | i | i | i | e
lim,_,, f(x) leR|I€Rx| 4o | —00 | 0
lim,,g9(z) |I'eR| oo —00 | —00 | 00
limg o (fg)(2) | e | e | | e |
lim, ,, f(x) | l€R | 400 ou —c0 leR
lim, ,,g(x) | ' € Rx | +00 ou —00 | +00 ou —o0
lim,_,, %(x) .....................

4.2 Limites de fonctions composées

Théoréme :

a, b et c désignent des réels ou +00 ou —oo. Soient f et g des fonctions. Si

lim, .,  f(z)=... et limy ,  g(X)=.... alors lim,_, _ g(f(z)) = .....
Exemple :
Soit h définie sur R par —v/322+4. On a lim,,, o 32% +4 = ... et limx, o VX = . donc

limg, 400 A(2) = ......

5 Comparaison et limites

Propriété :

Si f et g sont deux fonctions telles que pour x assez grand, f(z) > g(z)
et lim, 1 g(x) = ....... alors lim, o f(2) = ...

Remarque :
Si pour x assez grand, f(x) < g(z) et si lim, 1o g(x) = ...... alors lim, o f(2) = ........

Preuve :

Soit [A;+oo[ avec A un nombre réel. Puisque lim, ., g(x) = 400, il existe xp tel que pour tout
T 2 Ly vererereneenennrennes

Comme, pour z assez grand f(z) > g(z), on en déduit que pour x assez grand ...........cccocoeeennee. ce qui
justifie que lim, o f(z) =.......

Théoréme des gendarmes :
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Si f, g et h sont des fonctions et [ est un nombre réel tel que :
e pour z assez grand, g(z) < f(x) < h(x);

o lim, , o g(z) = ... etlim,, o h(z)=...

Alors lim, o f(x) = ...

6 Cas des fonctions exponentielles et logarithme népérien

6.1 Exponentielle

Propriété :

o lim, ,, e"=....

o lim, . e = ...

Preuve () :
e Soit h définie sur [0; +-o00[ par h(z) =......... :
On a pour tout z > 0, h'(x) =...... )

h'(x) > 0 si et seulement si ............ c'est a dire z > ...
On en déduit que h est ................. SUT voveeeeeieeiins . Comme par ailleurs ~(0) = ...., on a donc pour
tout x > 0, h(x)...... c’est & dire ................ :
Comme lim, ,,x = ...... , par comparaison on obtient lim, , ., e* = .......

e On pose X = ...... On alim, , . ..... = limx o0 ceeerennnn = liMx oo cmevnnaaannn D’aprés le cas
précédent, limx oo ooveeees = e donc limy 1 eLX =

Propriété (croissances comparées) :

X

3 €
o lim, 00 S =,

e lim, , ze® = ...
. T __
o lim, .0 L— ..

Remarque :

. . eZ‘ o . k
Pour tout entier naturel £ non nul, lim, o 5 = ... et lim, ,

et = ...

6.2 Fonction logarithme népérien

Propriété :
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