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1 Deéfinitions et propriétés algébriques

Propriété () :

Soit f une fonction définie, dérivable sur R, vérifiant f' = f et telle que

f(0) =1. Alors f est de signe .......c.. .cooceeennee. sur R.
Preuve :
Soit h la fonction définie sur R par h(x) = f(z)f(—x). h est dérivable sur R et h'(z) = ........... .
On en déduit que h est .......... Or h(0) = ........ donc pour tout réel z, f(z)f(—x) = ..... ce qui assure
que f ne ......oeeeeens .

Propriété et définition :

On appelle fonction exponentielle de base e 'unique fonction f dérivable
sur R telle que f' = .......... et e .

Preuve () :
L’existence est admise. Montrons 'unicité d’une telle fonction.

Tout d’abord, d’aprés la propriété précédente, une telle fonction ne s’annule pas.
Montrons maintenant 'unicité. Soient donc f et g deux fonctions définies sur R et vérifiant f' = ...,
g =, f(0)=....et g(0) = ......
On vient de montrer que g ne s’annule pas, on peut donc considérer la fonction ¢ définie sur R par
q= g.q est dérivable sur R et ¢/(x) =..cocovenennn )

Par conséquent, la fonction ¢ est constante sur R. Or ¢(0) = ........ ......... d’ou g = s et f =g, ce qui
achéve la démonstration.

Notation :

On note e 'image exp(1) de 1 par la fonction exponentielle. e &~ .........
Pour tout x réel, exp(x) est noté ............. et on lit « exponentielle z »
OU & € coverreennnn xT».

Propriétés :

c’est & dire
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Preuve :
Soit b un réel. On a vu plus haut que exp ne s’annule pas. Pour tout réel b, on peut donc définir la

fonction h sur R par h(z) = f;b(z)x)

La fonction h est dérivable sur R et A/(z) =....ccoceeeneens

Or f' = f donc W(x) = f(“”)f(?(;{;aﬂ)f(m) = La fonction h est donc .............. .
Or h(0) =verierieiieee, . D’out pour tout réel x, h(z) = f(a), c’est & dire f(f“(;m) = f(a) et fla+z) =
fla)f(x).

Conséquences :

pour tout entier relatif n et pour tous les réels z et 2’ on a :
° — —— ... cest a dire L =........... :
exp(z) e
;%((;,)) =i c’est & dire e% =i ;
o (exp(z))" =coreunnn c’est & dire ()" =....cc........ ;
Preuve :
e Pour tous les réels z, exp(x) exp(—x) = exp(x — &) = .......... donc exp(—z) =....cce.... .
e Pour tous les réels x et 2/, :;(5((5’)) e et on utilise le résultat précédent.

e Lescasn =0 et n =1 sont évidents. Le cas n = 2 correspond au premier point de la propriété.

Si pour un rang k entier supérieur a 2, exp(r)® = exp(kx), alors au rang k + 1, on obtient
exp(x)**! = exp(z)* exp(z) d’aprés le premier point de la propriété.
Par I’hypothése de récurrence au rang k, on peut dire que exp(z)* = exp(kx) donc exp(z)
exp(kz) exp(z) = exp((k + 1)x). La propriété est donc vraie au rang k + 1. Par conséquent, par
récurrence, la propriété est vraie pour tous les rangs n positifs. Si n < 0, on utilise la premiére
propriété.

k1 _

2 Etude de la fonction

2.1 Dérivabilité

Propriétés :

e La fonction exponentielle exp est dérivable sur R et pour tout x réel
exp’(z) = ooveinen.

e la fonction exponentielle exp est ......ccceeeenene. sur | — 0o; +00(;

e la fonction exponentielle exp €St ......occeeerivienniens sur | — 0o; +00(;
Preuve :
Le premier point n’est qu’une réécriture de la définition.
Pour tous les réels z et y, f(x+y) = f(z)f(y) don pour z = ..., f(22) = ......... ce qui assure que f(x)
est strictement .............. sur | — oo; +o0].
Comme f' = f, on en déduit que f’.......... c’est a dire f est strictement ............ sur | — o0o; +00].
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2.2 Tableau de variations

+0o0

2.3 Courbe représentative
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2.4 Tableau de signe

+0o0

exp(x)

Propriété :
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3 Limites

Propriété :

‘ lim, o0 €® =........ et lim, , o e* =........ .
Preuve () :
e Montrons d’abord que pour tout réel z, exp(x) < x.
Pour cela, soit f la fonction définie par f(x) = ........... pour tout réel x. f est dérivable sur R et
fl(z) =
f'(z) > 0 si et seulement si .....cc.coceeeenn cest & dire ......ceeeeene . Comme exp(0) = .... et exp est
................. sur R, on déduit que pour tout = > 0, exp(z) > ..... et f'(x) > ....... Par conséquent, f
€St wevercrninn sur [0; +oo[ et puisque f(0) = ...., on a pour tout x > 0, f(z) > ..... donc exp(z) —x >
..... et exp(x) > ........
Comme lim, , o x = ........ , par comparaison on obtient lim, , . = .........
e On utilise I'égalité exp(—z) =............. imy o oo(—x) = et donc lim, , o exp(—z) =
By o0 cvvvinnnnnnn. D’aprés ce qui précéde lim, 1o exp(z) = .ooeeeee. donc lim, 4 oo ........ = ...
Propriété :
X
im & = ...
r—+o00o I

que l'on traduit en disant que « la fonction exponentielle 'emporte sur
la fonction x — x en 400 ou que x — x est négligeable par rapport a
I’exponentielle en +o0.

lim ze® = ....
r—r—0o0

que l'on traduit en disant que « la fonction exponentielle 'emporte sur
la fonction x — x en —oc.

et —1
lim =
x—0 x

Preuve :

e Soit f la fonction définie par f(z) =e” — 322 On a f'(z) = e® —z et f"(z) =" — 1.
On a vu précédemment (dans la démonstration de limxz — +ooe” = +00) que pour tout réel
x>0, e” > 1donc f’(z) > 0. D’ou f’ est croissante sur [0; +o00[. Comme f’(0) = 1, on déduit que
[ est strictement positive sur [0; +oo[ et que f est strictement croissante. Par suite, de f(0) = 1
on déduit que pour tout réel z, f(z) > 0 c’est a dire e* > %xQ et % > %x De lim, %x = 400
on déduit le résultat voulu.

e On remarque que lim,_, o re® = limy 4o (—2)e™" = lim,, 10 = = 0.

e exp est dérivable en 0 et le nombre dérivé en 0 est 1 donc lim,_,ge® — e’z — 0 = lim,_,ge* — 1z = 1.
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4 Etude de fonctions composées avec la fonction exponentielle

Propriété :

Cas particulier :

Propriétés :

o )=exn(2:'x)
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