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1 Calculs de probabilités,rappels

Définition :
Soient A et B deux événements.
e L’événement AN B (lire « A inter B ») est 'ensemble des issues qui réalisent a la
fois ’événement A et I’événement B.
e Lorsqu’aucune issue ne réalise A et B, c’est a4 dire AN B = (), on dit que A et B
sont disjoints ou incompatibles.
e L'événement AU B (lire « A ou B ») est 'ensemble des issues qui réalisent au
moins I'un des deux événements A ou B.

e [’événement A appelé événement contraire de A ou complémentaire de A est I’en-

semble des issues qui ne réalisent pas A.

Propriété :
Soit P une loi de probabilité sur un ensemble F.

e Pour tous les événements A et B, on a :

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

e Pour tout les événements A,

Preuve :
e [l suffit de dénombrer les issues élémentaires com-

posant chacun des événements.
e OnaFE=AUAet ANA=0donc Aet A sont
incompatibles et P(E) = P(AU A) = P(A) +

P(A). Or P(E) =1donc 1 = P(A)+ P(A) d’ou

P(A) =1 P(A).

Remarque :
En particulier, si A et B sont des événements incompatibles, alors P(AU B) = P(A) + P(B).
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2 Loi de probabilité de variables aléatoires

Définition :

Soit E 'univers associé a une expérience aléatoire, c’est a dire ’ensemble des issues pos-

sibles. Toute fonction définie sur E et a valeurs dans R est appelée une variable aléatoire.

Définition :
Soit X une variable aléatoire définie sur 'univers £ d’une expérience aléatoire. Notons
I 'ensemble des valeurs prises par X, I = {x1;29;...;x,}, et p; la probabilité de 1’évé-

nement « X prend la valeur x; », événement noté (X = z;). La loi de probabilité de la

variable aléatoire X est la fonction définie sur I qui, a chaque valeur z;, associe le nombre
p(X = zy).

Notation :

On présente souvent la loi de probabilité sous forme de tableau :

valeur de X T To Tn
PX=xz) | PX=mx) | PX=ux) | ... | P(X=u,)

Exemple :

On lance un dé. Si les faces 1 et 2 apparaissent on gagne 3 euros. Si les faces 3,4,5 ou 6 sortent, on perd
2 euros.

On appelle X la variable aléatoire qui donne le gain algébrique de ce jeu. X prend les valeurs 3 et -2.
OnaP(X=3)=2=1et P(X=-2)=3
D’ou la loi de probabilité de X :

Valeurs de X | -

[\]
Wi W

Wi

3 Parameétres d’une variable aléatoire

Définition :

e On appelle espérance mathématiqgue de X et on note E(X) le nombre E(z) =

T1Pp1 + ...+ TuDn s

e on appelle variance de X et on note V(X) le nombre V(X) = (z; — E(X))*p; +
oot (2 — E(X))pp;

e on appelle écart type de X et on note o(X) le nombre o(X) = /V(X).
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Exemple :

L’espérance de la variable aléatoire de 'exemple précédent est :
EX)=2x(-2)+ix3=41=—3

L’espérance mathématique étant négative, on peut considérer le jeu comme en défaveur du joueur.

Propriété :

Soient a et b deux nombres réels et X une variable aléatoire. Alors :
e F(aX +b) =aE(X)+0;
o V(aX)=a*V(X);

Preuve :
e Remarquons d’abord que la variable aléatoire a X + b prend les valeurs axz, +0b, axo+0, ..., ax, +b
avec les probabilités respectives pi1, pa, p3, ..., Pn.
D’ou

E(aX +b) =
E(aX + b) = piary + p1b + paazy + pob + ... 4 ppaxy, + ppb
E(aX +0b) = a(pizy + poxa + ... + pp¥y) + b(p1 +p2 + ... + pn)
E(aX +b)=aFE(X)+b

p1(axy +b) + pa(a2 +b) + ... + pu(azx, +b)

e D’aprés ce qui précéde, F(aX) = aF(X). Par ailleurs,

V(aX) = pi(azs — B(aX))* + pa(azz — B(aX))’ + ... + pa(az, — E(aX))’
V(aX) = pilar; — aB(X))?* + poaze — aB(X))? + ... + pp(az, — aB(X))?
V(aX) = a*pi(z; — E(X))? + a*pa(zo — B(X))? + ... + pu(az, — aB(X))?
V(aX) = a’(pi(wz = E — X))* + pa(w2 = E(X))* + ... + pu(an — E(X))?
V(aX) = a*V(X)
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