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1.1 Multiplication des nombres relatifs

1.1.1 Regle des signes

Propri été :

e Le produit de deux nombres relatifs d&me signe est un nombre positif.
e Le produit de deux nombres relatifs de signes contraires est un nambre
négatif.

c’esta dire de marre plus mémotechnique :

()x()=(+)
(+)x(+)=(+)
(H)x()=()
()x(+)=()

Preuve : Soienta eth deux nombres relatifs, on notesgp(a) 'oppost du

nombrea.

e Par cefinition, 'oppo® d’'un nombre: est le nombre nétopp(a) qui vérifie
a+ opp(a) = 0.

Ona(a+opp(a)) x b=a x b+ opp(a) x b
=0xb
=0

donca x b etopp(a) x b sont opposs c’est@ direopp(a x b) = opp(a) X b.
e D’apres ce qui peade,

opp(a) x opp(b) = opp(a x opp(b))
= opp(opp(b) x a))
= opp(opp(b x a))
=axb
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Exemples
A=(-2)x(-2,5)
A= (+5)
A=5
B=2x25
B = (+2) x (+2,5)
B = (+5)
B =5
C=(-2)x2/5
C=-5

1.1.2 Produit de plusieurs nombres relatifs

Propri été :

e Un produit est positif lorsque le nombre de facteuggatifs est pair.
e Un produit est Bgatif lorsque le nombre de facteuisgatifs est impair.

Preuve :
On utilise la egle des signes plusieurs fois.



CHAPITRE 1. OPERATIONS SUR LES NOMBRES RELATIFS 7

Exemples :

A= (—4) x (=7,5) x (—5)

A= —-150

B = (—4) x (=7,5) x (=5) x4

B = —600

C=(—4) x(=7,5) x (=5) x4 x2
C = —-1200

1.2 Division de deux nombres relatifs

1.2.1 Definition d’un quotient

Définition :

Le quotientd’'un nombre relatif: par un nombre relatif (b # 0) estle nombre
par lequel il faut multiplie pour obtenira.

C’est le Esultat de la division de parb.

On le note;. On adon® x ¢ = a.

Exemples :
4 x (—2,5) = —10 donc=L2 = —2,5 et de néme=22 = 5

1.2.2 Regle des signes pour les quotients

Propri été :

e Le quotientde deux nombres de&me signe est un nombrégnatif ;
e Le quotientde deux nombres de signes contraires est un honégatif.

Preuve :
Soienta etb deux nombres relatifs non nuls,
7 estle nombre qui multipi parb donnea c’esta direb x § = a
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e sia etb sont positifs; est positif d'apes I'egali€ pecedente ;
e sia est regatif etb est positif,; est regatif ;
e sia etb sont regatifs,; est positif;
e sirb est regatif eta est positif,; est regatif.
Exemples :
-5
— =—-1,25
4 )
—13,5
——— =5,625
—2.4 ’
Remarque :

Sia etb sont deux nombres relatifs avee~ 0 :

—e_ e __ @
b —b b
Exemples :
_ 3
2
A= 3
—2
A= 3
2
A=-1,5
B—__3
2
)
2
g3
2
B=?
2
B=1,5
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Une méme expression liérale peut avoir descritures diferentes dont I'une
peut se @eler plus pratique que d’autres po@soudre un proBme dong. Les
regles suivantes permettent de relier&@liéntegcritures des expressionséitales.

2.1 Distributivit & et reduction

2.1.1 Distributivite

Propri été de distributivité :

Pour tous les nombres b etk ;

ka + kb = k(a+b)

Définition :

e Passer du produit(a + b) (ou k(a — b)) a la sommeca + kb (Ou ka — kb)
s’appelledévelopper

e Passer de la somnie + kb (ou ka — kb) au produitk(a + b) (ou k(a — b))
s’appellefactoriser.

Exemple :

A =3(z+6)
A=3xz+3x%x6
A=3x+18
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2.1.2 Reduction
Exemples :

A=34—-x)+5
A=3x4-3xz+5
A=12+4+5—-3x
A=17-3z

B=32>-2x+10—-6z—3.,5

B=32>—2x—6x+10—-3.5
B =232>—-8x+6,5

2.2 Suppression de parentBses

Propri été :

e Si dans une somme les pareddgbs sont @eedees d’un signe +, on peut
supprimer les parenéises. C'esa dire, pour tous les nombresb, c etd,

a+(b+c)=a+b+c

-

e Si dans une somme, les parergbs sont @oedees d’'un signe -, of
peut supprimer les parertbesa condition de changer tous les sigrie
I'int érieur. C’esta dire, pour tous les nombresb, ¢ etd,

2]

a—(b+c)=a+opp(b+ c) = a+ opp(b) + opp(c)

Preuve :
Seule la deuxime prop@te esta demontrer :

(b+ ¢) + opp(b) + opp(c) = b+ ¢+ opp(b) + opp(c)
(b+ c) + opp(b) + opp(c) = b+ opp(b) + ¢ + opp(c)
(b+ ¢) + opp(b) + opp(c) =0+0
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puisqueb + opp(b) = O(nombres oppdss) d’une part et + opp(c) = 0 d’autre
part.
On en aduit que(b + ¢) a pour oppogopp(b) + opp(c) donc que

a—(b+c)=a+opp(b+c)
a— (b+c) = a+ opp(b) + opp(c)

Exemples :
A=3+(4—-2)
A=3+4—x
A=T7T—z
B=3—-(4—x)
B=3-4+=x
B=-1+4+=z

C=3—-(-4—-1x)
C=3+4+=x
C=T7T+z

2.3 Double distributivité

Propri été :

Pour tous les nombres b, c etd, ona:

(a+b)(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd
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Preuve :

(a+b)(c+d)=(a+Db)x (c+d)
=(a+b)xc+(a+b)xd
(distributivite en prenant = (a + b))
=axct+bxct+axd+bxd
= ac+ bc+ ad + bd

Exemple :

A= (2z+3)(—z—-5)

A=2zx(—x)+2x X (=5)+3x (—z)+3 x (=5H)
A= (-2xzxz)+ (—10x)+ (=3z) + (—15)

A= —-22>—10x — 3z — 15

A=-22"—-13z - 15
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3.1 Egalite de quotients

Propri été :
On ne change pas un quotient en multipliant ou en divisant so@raieur et
son cenominateur par un &me nombre non nul.
C’esta dire, pour tous les nombresb etk non nuls,
a kxa
b kxb
et
_a=k
b b=k
Preuve :
Par cefinition,
kxa
Xkxb=kx
k< b ¢
donc
kX a b
= a
kxb

donc% est un nombre qui, multigdiparb donnea. Or, ¢ est le nombre qui,
multiplié parb donnea. D’oll £2¢ = 4,

kxb b
Exemple :
—57 3 x(-19)
18  3x6
~—19
6

3.2 Multiplication de quotients

Propri éte :



CHAPITRE 3. OPERATIONS SUR LES QUOTIENTS 16

Pour calculer leoroduitde deux nombres relatifs @griture fractionnaire, on
multiplie les nun@rateurs entre eux et leémbminateurs entre eux en respec-
tant laregle des signes
C’esta dire,
a C a X c
- X == b#0d+#0
b d bxd (b#0d#0)
Preuve :
a C a C
—X=Xbxd=—-Xxbx—-xd
b d b d
=a X

donc} x < estun nombre qui, multig@iparb x d donnea x c, c’est donc le
guotient dez x c parb x d.
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Exemples :

A:ZX_—15
6 28
_Tx(—-15)
6 x28
—105

168
3 x(=35)

3.3 Addition et soustraction de quotients

3.3.1 Cas o les cenominateurs sont les mmes

Propri été :
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Pouradditionner(ou soustraire) deux nombres earitures fractionnaire de
méme énominateur :

e on additionne (ou on soustrait) les nérateurs ;
e on garde le @nominateur commmun.

Cc’'esta dire, N
a C a C
y e 070
a C a—C
v o o 070
Preuve :

(G+7)xb=7xbsyxb  distributivite

=a+c définition des quotients

donc + ¢ est un nombre qui, multigiparb donnea + c. Or “7“’ est le nombre
qui, multiplié parb donnea + c. Dol § + § = <.

Exemples :
—5,4 12
A— D22
7 Jr7
. —5,4+12
B 7
6,6
A=
7
—1.4 —
p— b4 _ 56
3 3
—1.4— (=
gL (—5,6)
3
—-1,4
B 4+ (+5,6)
3
4,2

B=-°
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3.3.2 Cas o les denominateurs sont diferents

Propri été :

Pour additionner (ou soustraire) deux nombregeritures fractionnaire de
denominateurs diffrents, orécrit d’abord les deux nombres avec |€&me
denominateur.
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Exemples :

-8 5
3 1
(—8) x4 5
5x4 12
-32 5

2 12
—27

12
3% (-9)
- 3x4
7—9
4
—r_=8

12 15
On cherche

un cenominateur commun
le plus petit possible :
12;24;36;48; 60
15;30; 45; 60

(=7) x5 (-8) x4

B =
12 x5 15 x4
e
60 60
B:—35—(—32)
60
B:—35+(+32)
60
B=_3
60
g ZUx3
20 x 3
—1
B=—

20
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3.4 Division de gquotients

3.4.1 Inverse d’un nombre enécriture fractionnaire

Définition :

] Deux nombres sontversessi leur produit eségala 1. \

Propri été et notation :

Un nombrex non nul admet un uniqui@versequi s"ecrit% enécriture frac-
tionnaire.
On le note aussi~! (lire "z exposant -1” ou ¥ puissance -1").

Preuve :
On a,
T 1
TXLTING
_$><1
o x1

doncz et% sontinversesL'unicité de linverseest admise.
Exemples :

e 5eti c'estadireb et0,2

e —Set=

Propri été :

| L'inversedu nombre? (a etb non nuls) est le nombre.

Preuve :

ISHIS S
S|
X
S

Sal S
Sa
X
Q

Exemple :
‘77 et ‘73 sontinverses
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3.4.2 Division de deux nombres

Propri étés :

22

e Diviser par un nombre non nul, c’est multiplier par somerse
C’esta dire,

a+b:%:a><

(b#0)

S

e En particulier,

ol

(b, ¢, d non nuls)

Sl s
Ul O
Sl
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Exemples :

o 4

o X X
©Oho|M O OO O ©
I I I Il
R @™ K M

[ap o)
X X
1O AN

Il
Q

o
X

Yol Yo

I
Sa)

<f b= <f D=
o X

oIt~ D [ <H e | <

Il
O

Il I
o O
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4.1 Puissance d’'un nombre:

4.1.1 Puissance d’exposant un entier positif

Définition :

Sin est un entier sugrieur ouegala 2 alors :

a"=axaxax---xa

.
n fois

De plusa® = a eta® = 1.

Exemples :

22 =92 %x2x%x2
=8
mais

32=3x3

31=3
et
30=1
(—2)* = 16
et
(—2)° = -8

4.1.2 Puissance d’exposant un entiergyatif

Définition :

Sia est un nombre non nul alors on nate® I inversedea™. Donca™" = ain

En particulier,
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Exemples :

= —0,0001

4.1.3 Ogerations sur les puissances

Propri été :

26

a™ x a" = g™t

En particulier,

Sia est un nombre non nul et etn sont des entiers relatifs, alors :
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Exemples :
23 x 22 = 32
32 9
3327
1
37t=2
3
Propriété :

27

Sia # 0,0 # 0 etn est un entier relatif alors :

(@ xb)"=a"xb"

Propri été :

En I'absence de parerétbes, les puissances sont efféetsien prioré sur les
multiplications et les divisions.

Exemple :
7
_ 2
A=-6x10 +§
7
A=—-6x100+ —

125
7

A=— .
600 + 5=

A = —600 + 0,056
A = —599,944
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4.2 Cas particulier des puissances de 10

4.2.1 Calcul d’'une puissance de 10

Propri été :

Quel que soit I'entiern positif :

10" = 100...0
——

n zeros

107" =0,00...01
——

n zéros

Exemples :
10° = 100000
107° = 0,00001

4.2.2 Formules

10" x 10™ = 10™*™
(10'!L)m — 1Omn
0™
107

=10"7"

4.2.3 Produit d’'un nombre par une puissance de 10

Propri été :

Pour multiplier un nombre par(0”, on cecale la virgule de: rangs vers lg
droite en rajoutant desros si ecessaire.
Pour multiplier un nombre par0—", on cecale la virgule de: rangs vers la
gauche en rajoutant deérps si cessaire.
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Exemples :

25,1 x 10° = 2510000
25,1 x 107" = 0, 000251

4.2.4 Notation scientifique

Définition :

29

La notation scientifiqué’un nombre écimal est de la forme :
ax 10"

avec:
e a nombre @cimal avec un seul chiffre non nul avant la virgule ;
e 1 exposant entier relatif.

Exemples :
56000000 = 5,6 x 107
—98700 = —9, 8 x 10*
0,000078 = 7,8 x 107°
—0,00304 = —3,04 x 1073

Exemple de calcul en notation scientifique :

A 1,2x10*
B 4x10?
A 12x107' x 10*

4 x 103
=3x107!' x 10* x 1073

=3 x 10°

) e Wl
I
w



Chapitre 5

Proportionnalit € et Statistiques

30



CHAPITRE 5. PROPORTIONNALITE ET STATISTIQUES 31

5.1 Proportionnalité

Définition :

Deux grandeurs somtroportionnelleslorsque I'on peut calculer les valeurs
de I'une en multipliant les valeurs correspondantes de l'autre pa€haan
nombre. Ce nombre est appebefficient de proportionnakt

-

Propri été :

Une situation de proportionnaétest repesenée graphiquement dans un
repere par des points ali@s sur une droite passant par I'origine duerep

Définition :

Le mouvemend’un objet estuniformelorsque la distancé qu’il parcourt est
proportionnelle au tempsmis pour parcourir cette distance. Le coefficient de
proportionnalié v est appe? la vitesse de 'objet.
Onadonc:

d=vxt

Définition :

Lorsque le mouvement d’un objet n’est pas constant, on peut s’y ramener en
parlant devitesse moyennela vitesse moyenndun objet qui parcourt une
distancel en un temps est le quotient d€ part.
C’esta dire, ;

Umoyenne = 7

t

5.2 Statistiques

5.2.1 Series cumukes et fequences

Exemple :
Répartition desiges des 25 aéhents d’un club.



CHAPITRE 5. PROPORTIONNALITE ET STATISTIQUES 32

age (anees)| 12| 13 14 15 16
effectif 2 6 9 5 3
effectifs 2+6 | 2+6+9| 2+6+9+5| 2+6+9+5+3
cumuks = = = =
croissants | 2 8 17 22 25
effectifs 25-2 | 25-2-6| 25-2-6-9| 25-2-6-9-5
cumuks = = = =
décroissants 25| 23 17 8 3
age (anges) 12 13 14 15 16
effectif 2 6 9 5 3
frequence | = x 100 | 2 x 100 | 3£ x 100 | 3 x 100 | z x 100
en pourcentage = =24 =36 =20 =12
Définition :

La frequenceal’une valeur est le quotient de I'effectif de cette valeur par ljef-

fectif total.

C’esta dire, _
effectif de la classe

effectif total
Souvent, on I'exprime en pourcentage.

frequence=

Exemple :
Frequence de la valeur 12 :
2
— = 0,08
25 ’
8
~ 100

donc 8 en pourcentage.

5.2.2 Moyennes
Moyenne non poncerée

Définition ;
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La moyennead’'une rie statistique est le quotient de la somme de toutes les
valeurs par I'effectif total.

Exemple :
Un éléve a obtenu 8; 10; 12 et 10,5 comme notes au cours d’un trimestre. Sa
moyenne est dorae par

8+10+12+ 10,5
4

~ 10,1

Moyenne ponceréee

Définition :

La moyenne por&teeest le quotient de la somme de toutes les valeurs|, af-
fectees chacune de leur coefficient, par la somme des coefficients.

Exemple :
Dans I'exemple du club, la moyenneadje est dorge par :

2x124+6x134+9x14+5x15+3 x 18
2464+9+5+3

~ 14,3
soit environ 14,3 ans.
Remarque :

Unemoyenne non porateeest unemoyenne ponereedont tous les coefficients
sontégauxa 1.
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6.1 Notions sur lequations

6.1.1 Egalies

Exemple :

— 2 =1 estunetgalie;

— 3 = 3 est aussi unégalié.

L'une est vraie, l'autre est fausse.

6.1.2 Equations

Définition :

Uneéquation est unegali€ dans laquelle appdtaine ou plusieurs variables
(x,y, etc.).

Exemple :
9z —2 = 3z +1
—— ~—
lermembre 2nd membre

est uneequation est est uneariableouinconnue

Définition :

Résoudre unéquation c’est trouver tous les nombres par lesquels remplacer
la variablex pour que Iegali€ soit vraie.

Exemples :
e D'une part9 x 5 —2 =43

D’autre part3 x 5+ 1 =16

43 # 16 doncb n’est pas une solution degquatiordx — 2 = 3z + 1.
e D'une part9 x 0,5 —2=25

D’autre part3 x 0,54+ 1=2,5

2,5 = 2,5 donc0, 5 est une solution ded&quatiorz — 2 = 3z + 1.

Objectif :
L'objet de la suite du chapitre a pour bugtlidier les moyens d’obtenir de
mankire systmatiqueoutesles solutions d’un@équation donee.
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6.2 Résolution d’equations

6.2.1 Regles de conservation desgalites

Premiéere regle :

L’ égalie est consele (c'esta dire reste vraie ou fausse) si on ajoute (ou
soustrait) le r@me nombre aux deux membres deghli€.

Exemple :
e 4=4doncd—-1=4-1;
e 3x+2=4rxr+6donc3x +1 =4z +5.

Deuxieme regle :

L' égali€ est consele (c’'esta dire reste vraie ou fausse) si on multiplie

on divise) par le rame nombre non nul les deux membres éguiation.

Exemples :
e 6=5+1donct =,

° 3x+1:4x+6donc%:4x7+6.

on
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6.2.2 Methode de Esolution d’equations
M éthode :

On transforme Bquationa I'aide des eégles permettant de conservédalie
pour isoler la variable: dans un des membres déduation et obtenir ung
équation de la forme = a.

Exemple :

9r —2=3x+ 1
9r — 3x — 2 = 3x — 3z + 1 (on ajoute — 3x aux deux membres)
62 — 2 = 0z + 1 (on réduit)
6x — 2 = 1 (on simplifie)
6r — 2+ 2 =1+ 2 (on ajoute 2 aux deux membres)
6x = 3 (on simplifie)

6 3 - ol
Lo (on divise par 6 les deux membres degali€)

6 6
3
= -
6
1
T7 3
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7.1 Droite des milieux dans un triangle

7.1.1 Premere propriété

Propri été :

Si dans un triangle une droite joint les milieux de dedes, alors elle est
paralkle au troistme ©té.

Données :

e ABC estuntriangle;

e [ estle milieu du segmenti B];
e J estle milieu du segmentC].

Conclusion :
Les droites/.J) et (BC') sont parakles.

7.1.2 Deuxeme propriete

Propri été :

Si dans un triangle, un segment joint les milieux de dedtes; alors sa lont
gueur esegalea la moité de la longueur du trosime ©te.
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Données :

e ABC estuntriangle;
e [ estle milieu d§AB];
e J estle milieu dgBC].

Conclusion :
1J =3BC

Preuve des deux prengres propriétés :

Soit K le point tel que J est le milieu de [IK].

On sait aussi que J est le milieu de [AC].

D’apres la prop®te : "si un quadrilagre a ses diagonales qui se coupent en leur
milieu alors c’est un para@logramme” donc AKCI est un paralbgramme.

On sait que AKCI est un paréllogramme.

D’apres la propte : "Si un quadrilagre est un para@logramme, alors sedtes
oppo£s ont néme longueur et sont paraliés” on conclut que (Al) et (KC) sont
paralkles et que Al=KC.

| est le milieu de [AB] donc Al=IB d’'as IB=KC.

On sait donc que IB=KC et que (IB) est paéddla (KC). D’apes la propiéete :”
Si un quadrilagére a deux @tés oppoés parakles et de rdme longueur alors
c’est un paralogramme” on conclut que IBCK est un paeddigramme.

On sait que IBCK est un parélogramme donc d’aps une propéte ceja citee
on en éduit que IK=BC et que (IK) est paralea (BC). J est le milieu de [IK]
donc 13=JK=(1/2)BC et par suite 1J=(1/2)BC et (1J) est patah (BC).

7.1.3 Troisieme proprieté

Propri été :
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Si dans un triangle, une droite passe par le milieu d@w et est paradlea
un deuxeme ©te, alors elle passe par le milieu du treisie Oté.

Données :

e ABC estuntriangle;

e [ estle milieu d§AB];

e (IJ)et(BC) sontparakles.

Conclusion :
J estle milieu ddAC.

Preuve :

Soit J le milieu de [AC] et J' le point d’intersection de la droite pari@h (BC)
passant par | avec lé&té [AC]. Il s’agit de montrer que J et J’ sont confondus.
On sait que ABC est un triangle et que | est le milieu de [AB], J est le milieu de
[AC] donc d’apes la prengre propréte, on en éduit que la droite (1J) est
paralklea (BC). On sait donc que (1J) est paeddia (BC) et passe par | et que
(1J") est paraklea (BC) et passe par | dilopar unicié de la droite paratlea une
droite don®e et passant par un point dépd et J’ sont confondus.

7.2 Theoreme de proportionnalité dans les triangles

Théeoreme :
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Sidans un trianglel BC,

e M estun point du trianglel BC,

e N estun point du segmeptiC],

e et la droite(M N) est paraklea la droite( BC),

alors
AM AN MN

AB AC  BC

Données :

ABC estun triangle;

M appartient au segme B ;

N appartient au segmeC1 ;

les droiteg M N) et (BC') sont parakles.

Conclusion :
AM _ AN _ MN
AB = AC = BC
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Exemple d’application :

Sur la figure scematige,

(MP)//(RS);

OM =2cm;

OR=5cm;

OP =3cm;

o MP="7cm;

Calcul deOS etdeM P :

On sait queD SR est un triangle, qué/ appartien&[OR|, P appartien&[O.S]
et que les droite6M P) et (RS) sont parakles. D’apés laproportionnalié dans
les triangles

OM OP MP
OR OS RS

oM _ op
OR _2 oS 3

don‘cg = &g enremplacant par les valeurs.
d'ouOS =3 x 2

c’estadireOS = 7,5 cm.

OR _ MP

OR _2 RS -

donc: = ==
d'ol 2 = £ puisRS = 7 x 2 c’estadireRS = 17,5 cm.
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8.1 Théoreme de Pythagore

Théoreme :

Siun triangle est rectangle alors la somme dessates 0tés de I'angle droit
estégale au caa de I'hypoénuse.

Hypothese :
ABC est un triangle rectangle eh

Conclusion :
AB? + AC? = B(C?.
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8.2 Reciproque du theoreme de Pythagore

Théoreme :

Sidans un triangle, le cad’'un @té estegala la somme des cas des deu
autres 6tes, alors ce triangle est rectangle et I'hyguise est ledté le plus
long.

Hypothese :
AB? + AC? = BC*?

Conclusion :
ABC est un triangle rectangle.

4c

5cm

Exemple :
D’une part,

AB? + AC? = 3% + 42

AB?> + AC? =9+ 16
AB? + AC? =25
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D’autre part,

B(C? = 52
BC? =25

On constate qué B2 4+ AC? = BC?. D’apres laréciproque du thoeme de
Pythagorele triangleABC est donc rectangle es.
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9.1 Distance d’'un pointa une droite

Définition :

On appelle distance d’un poiat & une droite(d) la longueur du plus cour
segment joignantl & un point de la droitéd).

—

Propri été :

Soit H le pied de la perpendiculaige(d) passant parl. Alors la plus courte
distance ded a (d) estAH.

_./
., /
o /
AN 7
. \ .// o
oy
AN
/ N
yd d o

Données :
(AH) perpendiculairé (d) et M appartient (d).

Conclusion :
Pour tout pointV/ de la droite(d), AH < AM et pour tout pointV/ différent de
H,AH < AM.

Preuve :
Soit P un point de la droitéd) et A’ le synmétrique deA par rappor& la droite
(d). D'apres l'inegali€ triangulaire AP + PA’ > AA’. En outre A’ est le
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symetrique deA par rapport (d) donc la droitg(d) est la nédiatrice dgAA’].
D’apres la propte "si un point appartierd la nmédiatrice d’'un segment alors, il
esta égale distance des e&mites du segment” onétluit queH estaégale
distance ded et de A’ et queP estaégale distance dd et deA’. Or H
appartien&i[AA’] doncAA’ = AH + H A’ donc I'inégalig ci-dessus &crit
doncAP + PA' > AH + HA'. Tenant compte ddH = A'H et AP = A’P, on
obtient2 x AP > 2 x AH doncAP > AH.

Propri été :

1%

— Siun point appartierd la bissectrice d’'un angle alors il egtgale distance
des &tés de I'angle.
— Siun point est siteaégale distance de$tés d’'un angle, alors il appartient
a la bissectrice de I'angle.

P
- y
T ..-
[

Preuve :



CHAPITRE 9. DISTANCES 51

— Soit:@\y un angle etV/ un point de la bissectrice de cet angle. On app€lle
le pied de la perpendiculaire adté [Oz) passant pad/ et K le pied de la
perpendiculaire au@té [Oy) passant paf . Le synetrique de)M par rapporgé
la bissectrice est/ lui-méme. Par dfinition de la bissectrice d’un angle, la
symetrique de la demi-droit@)x) par rappor{ OM) est[Oy). LA symétrie
axiale conserve les angles donc la droite éynmque de la droit¢ M/ H) par
rapporta la droite(O M) est donc la droite perpendiculaida demi-droite
symétrique dgOx) c’esta dire[Oy) et passant pa¥/ : c'est(MK). La
symetrie axiale conserve les longueurs daddds et M H sontégales.

- Soitm/b\y un angle etV/ un point. On appellé/ le pied de la perpendiculaire
au dté [Ox) passant pad et K le pied de la perpendiculaire adté [Oy)
passant pafl. Si M K et M H sontégales alors MHK est un triangle isge.
Si un triangle est isade, alors les anglesla base sorégaux donc
MHEK = MKH. Donc leurs com@imentaire© HK etOK H sontégaux. Si
un triangle a deeux anglégaux, alors il est is@éde donc le triangl® H K est
un triangle isoele enO et par suite les longueuésH etO K sontégales. Si
un point esta égale distance des e&mites d’'un segment, alors il appartient
la médiatrice de ce segment doficappartient la médiatrice dg K H|. De
mémelM H = M K implique que)M appartient la médiatrice dg H K| et par
suite les pointd? et K sont synétriques par rappoet (OM ). Les angles
HOM et MOK sont synétriques aussi doregaux et par suite)M O) est bien
la bissectirce de I'angle/\Oy.

9.2 Positions relatives d'un cercle et d’'une droite

Propriété :

SoitC un cercle de centre un poifit et de rayon- et soit(d) une droite. On

appelleH le pied de la perpendiculaige(d) passant par le poir?.

— SiOH < r, alors la droite estécante au cercle; la droite et les cercle pnt
deux points communs;;

— SIOH = r, alors la droite est tangente au cercle ; la droite et le cerlce ont
un unigue point commun;

— SiOH > r, alors la droite et le cercle n'ont aucun point commun.
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Preuve :

— SiOH = r pour tout point) de la droite(d) difféerent deH , on a(OH)
perpendiculairé (d) et passant pap doncOH est la plus courte distanée
(d) etdoncOH < OM d’ou OM > r et par suitel/ n'appartient par au
cercle.

— SiOH > r, pour tout pointV/ de la droite(d), on a(OH) perpendiculairé
(d) et passant pa doncOH est la plus courte distanégd) et donc
OH < OM ce qui entréne quer < OM donc queM n’appartient pas au
cercle. Par corexjuent, le cercle et la droite n’ont aucun point commun.
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10.1 Fabrication d’'un patron

10.2 Description et repesentation

10.2.1 Pyramide

Définition :

Unepyramideest un solide limi par :

e des faces triangulaires ayant un sommet commun, le sommet de la| pyra-
mide ;

e une face polygonale apg@elbasede la pyramide.

Définition :

Unepyramide eguliereest une pyramide telle que :
e la base est un polygonégulier;
¢ la hauteur passe par le centre de la base.

Propri été :

| Dans une pyramideéguliére, les faces latales sont toutes identiques. |
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10.2.2 @ne de revolution

Définition :

Un cone de evolutionest le solide engendmpar un triangle rectangle effec-
tuant un tour complet autour d’urdte de I'angle droit.

sommet

Propri été :

] Dans un éne de evolution, la hauteur passe par le centre du disque de ﬁ)ase.

10.3 Volume

Propri été :

Le volumeY d’'une pyramide ou d’'un@e de evolution d’'aire de la basB
et de hauteuh est dong par la formule :

V=Bxh
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11.1 Differentes droites

11.1.1 Mediatrices

Définition :

Uy
1

La médiatrice d’'un segment est la droite perpendiculaioe segment et pa
sant par son milieu.

Propri étés :

e Les nediatrices desatés d'un triangle se coupent en uréme point. On
dit gu’elles sont concourantes.

e Ce point estle centre du cercle passant par les sommets du triangle étjappel
cercle circonscrit au triangle.

|y dy
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Preuve :

Soit ABC un triangle non aplati et soiefi, ), (d2) et(d;) les mediatrices
respectives dedtes|AB]|, [BC] et[AC].

Puisque le triangle n’est pas aplati, les droiiés et (d,) se coupent en un point
O. Il sS'agit de montrer que le point? est aussi sufds).

On sait que) est sur la radiatrice(d, ) de[AB]. D’apres la prop@t : "si un
point appartiené la nediatrice d’'un segment alors il eségale distance des
extremites du segment” on ereduit queOA = OB.

De méme,O est sur la radiatrice(d:) de[BC] doncOB = OC.
OA=0BetOB =0CdoncOA = OC. D’apres la proptte : "si un point est
situé a égale distance des e&mites d’'un segment alors il appartienta
médiatrice de ce segment”, on eadilit queO appartient la médiatrice(ds) du
segmentAC]|, ce qu'il fallait dmontrer®

11.1.2 Hauteurs

Définition :

Dans un triangle, les hauteurs sont les droites passant par un sommet|et per-
pendiculaires au@é oppos.

Propri éte :

Les hauteurs d’un triangle sont concourantes en un point @gptiocentre
du triangle.

Preuve :

Soit ABC un triangle non aplati. Saftl4) la hauteur issue d&, (dz) la hauteur
issue deB et (d¢) la hauteur issue d€. Soient(d,) la droite paraklea la
droite (AB) et passant par le poiit, (d,) la droite paraklea la droite( BC)
passant par le poit et (d) la droite paraklea (AC') passant par le poirf.
(d'y) et(ds) se coupent en un poidt’, (dz) et(d;) se coupent en au poirt’ et
(d'y) et(Dy,) se coupent en un poitt’.

On va d’abord montrer quels) est la nédiatrice du segmentl’C’] :

On sait qug A’C) et (AB) sont parakles et qué A’ B) et (AC) sont parakles.
D’apres la propete : "si un quadrilagére a ses@eés parakles deuwa deux alors
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c’est un paraklogramme”, on en&uit queABA’'C' est un paraélogramme.
On sait donc quel BA'C est un para#llogramme d’a d’apes la prop@t : si
un quadrilagre est un para@logramme, alors se$t&s opposs sonegaux et
paralkles” on en @duit queA’B = AC et que(AC) et (A’'B) sont parakles.
On montre de r@me en utilisant le par&@logrammeAC BC’ que BC' = AC.
A'B = AC et BC" = AC doncA’B = BC" d’'ou B est le milieu dgA'C"].

On sait que la hauteytis) est perpendiculaire awte (AC) et que(AC) et
(A’B) sont parakles donc d’ags la proprte : "si deux droites sont parales,
toute droite perpendiculai@l’'une est perpendiculaigel’autre”, les droitesdg)
et (A’C") sont perpendiculaires.

Finalement(dz) coupe[A’C’] perpendiculairement en son miliédonc c’est
la médiatrice dgA'C"].

De méme, on montre qugl, ) est la neédiatrice dg B’C’| et que(d¢) est la
médiatrice dg A’ B’].Les nediatrices d’'un triangle sont concourantes donc les
droites(d,), (dp) et(dc) sont concourantes)
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11.1.3 Medianes

Définition :

Dans un triangle, les adianes sont les droites passant par un sommet et pas-
sant par le milieu du@é oppos.

Propri étés :

e Les nedianes d’un triangle sont concourantes en un point éppaitre de

gravite du triangle.
e Sidans un triangle, un point est I'intersection de de@dranes, alors il est

situé aux deux tiers de chaqueedianea partir des sommets.

C’esta dire,
2 / 2 / 2 !
AG=-AA"; BG=-BB'; CG==-CC
3 3 3
\ A 7
f \ e ~ - -
N\
i ~
| . m—— H
[ ' . B
A —‘i_— —
— ' \\'l e
™,
Preuve :

Soit ABC un triangle non aplati. On appellg, B’ etC’ les milieux respectifs
de[BC], [AC] et|AB]. SoitG le point d'intersection déC'C") et(BB’). Soit/
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le point tel que’ est le milieu dg A7]. Soit A” le point d’'intersection déAG) et
de[BC]. Il s'agit donc de montrer qud” est le milieu dg BC] c’esta dire que
A’ et A” sont confondus. On sait que dans le triangle/, C’ est le milieu de
[AB] et queG est le milieu dgAI]. D’apres la prop@té "si dans un triangle, une
droite passe par le milieu de deudtes, alors elle est paralke au troistme” on
en ceduit que(C'G) est paraklea (BI) et d’apes la propréte "si dans un
triangle, un segment joint les milieux de dewt&s, alors sa longueur vaut la
moitié de celle du troigime &té” on en éduit queBI = 2C'G.

De méme on montre dans le triangléA! que les droite$BB’) et (CI) sont
paralBles. On sait donc quEBG) est paraklea (C) et que(GC') est parakle
a(BI) donc d’apes la prop@te "si un quadrilaére a ses@eés opposés
paralkles, alors c’est un paralbgramme” on en&duit queBGC1I est un
paralelogrammeBGC 1 étant un parallogramme, d’agrs la propiéte "si un
quadrilagre est un paralogramme, alors ses diagonales se coupent en leur
milieu” donc le milieuA’ de [BC| est aussi le milieu de la diagondl&~] et par
congquentd’ et le point d’intersectio” de (AG) avec(BC') sont confondus.
Pour montrer qu€E'G = %CC’, on sait queBGC est un paraélogramme donc
d’apres la propete "si un quadrilagre est un para@logramme, alors sétés
oppo£s ont néme longueur” on @duit queGC = BI. Puis, deGC = BI et de
BI = 2C'G on ceduit queGC = 2C"'G doncCG = 2C"'C' + 2CG d’ou

CG =300

11.1.4 Bissectrices

Définition :

La bissectrice d’'un angle est la droite qui partage I'angle en deux angles
€gaux.

Propri étés :

e Les bissectrices d’un triangle sont concourantes.

e Ce point d'intersection” est le centre d’'un cercle apgetercle inscrit
dans le triangle qui passe par les points d’intersection des droites perpendi-
culaires aux otes et passant pdf.
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Preuve :

Soit ABC un triangle etd, ), (dg) et(d¢) les bissectrices des anngsTC,

ABC et ACB respectivement.

Soit H le point d’intersection déd 4 ) et de(dg). D’apres la prop®@t "Si un

point appartien la bissectrice d’un angle alors il éségale distance de$Es”
on en eéduit queH estaégale distance dedB) et de(AC) d’'une part et égale
distance d¢ AB) et (BC'). On en conclut donc quE estaégale distance de
(AC) et(BC). D’apres la prop@te "si un point est égale distance de$tes

d’'un angle alors il se trouve sur la bissectrice de cet angle, on en conclét que
se trouve sur la bissectrice de”' B c'esta dire sur(dc). Les trois bissectrices
sont donc concourantes éh

En outre, si I'on appelléf 4 le point d’intersection de la perpendiculaaéBC')
passant pafl, Hp le point d’'intersection de la perpendiculaaéAC') passant
par H et H. le point d’intersection de la perpendiculagaé AC') passant paff,

les distances d& a(BC), a(AC) eta (AB) son respetivement doéas par
HH,, HHp et HH: et on a mong qu’elles sonégales donc le cercle de centre
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H et de rayonH H 4 passe par les trois poini$,, Hp et Hp.

11.2 Applications

Propri étés :

e Siune droite passe par un sommet et le centre de grdvin triangle, alors
c’est une nediane, elle coupe Iebte oppog en son milieu.
¢ Siune droite passe par un sommet et I'orthocentre d’un triangle, alors c’est
une hauteur, elle est perpendiculaire atemppos.

Preuve :

e Soit ABC un triangle et son centre de grawt On considre la droite passant
par A etG. Les médianes du triangle sont concouranteszeha médiane
issue deA est la droite passant pdret par le milieu du 6té opposg. Elle
coupe les deux autresadianes eid; donc elle passe pat etG. Par unicié de
la droite passant par dexu points dées, la droite passant pdret G est donc
la médiane issue dd et elle coupe le@té oppog en son milieu.

e De méme que frceédemment, cette droite est une hauteur et elle est donc
perpendiculaire auaté oppos.

11.3 Cas des triangles particuliers

Propri étés :

e Siun triangle est isade, alors la hauteur, la&diane, la bissectrice issues
du sommet principal ainsi que laédiatrice de la base sont confondues
e Si un triangle estéquilaéral, alors les hauteurs, lesédianes, les
médiatrices et les bissectrices sont confondues.
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Preuve :

e Soit ABC un triangle isoele de sommet principal. CommeAB et AC' sont
égales, la radiatrice de la base passe parSoit 7 le milieu de[BC|. La droite
(AI) est donc la radiatrice de la base. Elle passe paet elle est
perpendiculairé (BC'), donc c’est la hauteur issue de Elle passe par le
milieu I de[BC] et par le sommet principal donc c’est la rediane issue de
A. Enfin, (AI) est la nédiatrice dg BC] donc B a pour synétriqueC' par

rapporta (Al) et A est son propre syatrique. Par corejuent, I’angle?A\I et

I’angles@ sont synétriques par rappo#t (Al). La synetrie axiale
conserve les angles donc ces deux angleséganix ef A7) est aussi la

bissectrice dBAC.
e Soit ABC un triangleaquilaéral, il est donc iscgle enA et d’apes la

propriete pecedente, la hauteur, lagdiane, la bissectrice issues dainsi
que la nédiatrice dg BC] sont confondues. De @me, le triangle ABC est
isoele enB donc la hauteur, la bissectrice, l@diane issues dB ainsi que la
médiatrice dg AC] sont confondues. Enfin, le triangle est aussiéseenC
donc la hauteur, la &diane, la bissectrice issues@eainsi que la radiatrice

de[AB] sont confondues.
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12.1 Theoreme direct

Théoreme :

Si un triangle est rectangle, alors son hypaise est un diagtre du cercle
circonscrita ce triangle.

Preuve :

Soit ABC' un triangle rectangle eA et O le milieu de I'hypoénuseg BC.
Soit D le point tel queD est le milieu dgAD]. On sait que) est le milieu de
[BC] et queO est le milieu ddAD]. D’apres la prop@t : "Si un quadrilaére a
ses diagonales qui se coupent en leur milieu alors c’est un @agdhmme”,
doncABDC est un paraélogramme.

On sait queA BDC' est un para#logramme et tu/A\C est un angle droit.
D’apres la prop@te : "Si un parakklogramme a un angle droit alors c’est un
rectangle” on en conclut quéB DC' est un rectangle.

On sait queABDC est un rectangle. D’aps la prop@te : "Si un quadrilatre
est un rectangle, alors ses diagonales se coupent en leur milieu et sogtnge m
longueur” on conclut qu&A = OB = OC. OA = OB donc d’apes la
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propriet "Si un point se trouve égale distance des e&mites d’'un segment,
alors il appartiené la nédiatrice de ce segment” on eadlit queO appartieng
la médiatrice dg AB]. De méme deD B = OC' on déduit queO appartient la
médiatrice dg BC| et deO A = OC on ceduit queO appartient la médiatrice
de[AC]. Par cfinition, le centre du cercle circonscaitun triangle est le point
d’intersection des #diatrices don© est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC' et par suitd BC| en est un diamtre.

Constquence :

Si un triangle est rectangle, alors le milieu de I'hygraise est le centre du
cercle circonscria ce triangle.

Propri été :

Si un triangle est rectangle, alors la longueur den&dianeissue de I'angle
droit estegalea la moité de la longueur de I'hypéhuse.

Preuve :
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Soit ABC un triangle rectangle eA et O le milieu de I'hypoénusg BC]. On

sait queABC est un triangle rectangle ehdonc d’apes la prop®@t€ "Si un
triangle est rectangle, alors le milieu de I'hypotise est le centre du cercle
circonscrita ce triangle” on en&duit queO est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC'. Par c&finition, le centre du cercle circonscaitun triangle est le
point d’intersection des &diatrices desatés du triangle don© est le point
d’intersection des #diatrices des segment$B], [BC| et|AC]. D’pareés la
proprieté "si un point appartiera la médiatrice d’'un segment, alors il se trouve
égale distance des eg&mites d’'un segment” on eréduit queOA = OB,
OA=0CetOB = 0OC cestadire queDA = OB = OC doncOA = %BC.

12.2 Theoreme reciproque

Théoreme :

Si un triangle inscrit dans un cercle a un ditne pour 6té, alors c’est un
triangle rectangle.

Preuve :
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Soit ABC un triangle inscrit dans un ceraleet tel que[AB] est un diargtre du
cercle. on appell® le centre du cercle et on appellele synetrique deC' par
rapportaO.

On sait qugAB] est un diargtre du cercle donc que est le milieu[AB] et on
sait queC' et D sont synétriques par rappogt O donc que0 est le milieu de
[C'D] donc d’apes la propte "Si un quadrilagére a ses diagonales qui se
coupent en leur milieu alors c’est un paeddigramme ” on conclut que D BC
est un paraéllogramme.

OD = OC doncO est sur le cercl€. On sait donc que

OA=0B =0C = 0D dou dapes la prop@tt "si un paraélogramme a ses
diagonales de ame longueur alors c’est un rectangle ” on conclut gueBC
est un rectangle donc qlfé/@ est un angle droit.

Consquence :

Si dans un triangle, lmmédianeissue d’'un sommet a pour longueur la moiti
de la longueur du@é oppog, alors ce triangle est rectangle.

Preuve :
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Soit ABC' un triangle efO A] une nediane ave® milieu de[BC]. Par
hypottese on a don© A =  BC et commeD est le milieu d§BC], on a donc
OB = OC d'ou finalementDA = OB = OC. On en @&duit queO est le centre
du cercle circonscrif au triangleABC. Ce triangleABC' est donc inscrit dans
le cercleC et[BC| en est un diamtre. D’apes la propité "Si un triangle inscrit
dans un cercle a un diare pour 6té, alors c’est un triangle rectangle” on en
conclut queABC' est un triangle rectangle.



Chapitre 13

Cosinus d’'un angle aigu

72



CHAPITRE 13. COSINUS D’UN ANGLE AIGU 73

13.1 Definition et vocabulaire

Propri été et cefinition :

Etant doné un angle aigu:Oy, si A est un point d’un 6té de I'angle etf{ le
pied de la perpendiculair I'autre ®té de I'angle et passant pdr, alors le
quotient(j—g est incependant du choix du point.

Ce quotient s’appelle leosinusde I’anglex/()\y. On note

OH

COSZL’/(-)\y = m

Preuve : -

Soit A’ un autre point du@é [O A) de I'anglexOy et H' le pied de la
perpendiculairé [Oy) et passant pad’. On a dond AH ) perpendiculairé

(Oy) et(A’H’) perpendiculairé (Oy). D'apres la propté "si deux droites sont
perpendiculairea une néme troiseme, alors elles sont paraliés entre elles”, on
en ceduit que(AH) est paraklea (A'H').

O, A et A’ sont aligres etO, H et H' sont aligrés dans le i@me ordre(AH) et
(A’H') sont parakles. D’apés la prop@t de proportionnal@ dans les
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triangles, on a donc

0A _ on
OH ~— OH'

OA OH AH
OA  OH'  A'H
donc le quotien% est bien inépendant du point choisi sur{Ox).
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Propri été :

Soit ABC' un triangle rectangle eA, on a:

cos ABC — coté adJaC('enh 'angle
hypo&nuse
ABC = —
COS BC

coté adjacent a I'anglg’de sommet B

hypoténuse

Propri été :

] Le cosinusd’'un angle aigu est un nombre compris entre 0 et 1. \

13.2 Utilisations du cosinus d’un angle aigu dans un
triangle rectangle

Attention :

Pour effectuer les calculs ci-dessous, la calculatrice do# en mode
DEGRES.

13.2.1 Calcul d’'angles

Exemple :
Soit ABC' un triangle rectangle eA tel queAB = 3cm et BC' = 5¢em.
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Dans le triangled BC' rectangle e :

_— AB

ABC = —

CoS C BC
cos ABC — 5
5

cos ABC = 0,6

On utilise alors la toucheos™" ouarcos suivant la calculatrice et on obtient
ABC = 53, 1°.

13.2.2 Calcul de longueurs

Exemple :

Soit EF'G un triangle rectangle ef' tel queEF = 6cm etFEG = 40°. Dans
le triangle F F'G rectangle erf’ :

_— EF
EFFG = —
CoS G
40° = —
cos e
1 _FG
cos40° 6
1
FG =6
x cos 40°

FG~T7,8cm
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