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1.1 Diviseurs de nombres entiers

Définition :

Soienta et b deux nombres entiers positifs. On dit queliviseb si il existe
un nombren tel quea x n = b.

Définition :

Soienta eth deux nombres entiers positifs.
Un diviseur commu@a etb est un nombre entier gdivisea la foisa etb.

Exemple :

diviseursde 8:1,2,4¢et8;
diviseursde 12:1,2,3,4,6et12;
diviseurs communs de 8et12: 1, 2 et 4.

Remarque :
Etant donis deux nombres, le nombre 1 est toujoursiiviseur commurde
ces deux nombres.

Propri été et definition :

Deux nombres etb entiers naturels non nuls admettent toujours au moins un
diviseur communLe plus grandliviseur commurs’appelle 1e”.G.C.D.(Plus
Grand Commun Diviseur) des nombrestb. On le notePGC D(a; b).

Preuve :

1 est toujours est un diviseur commun al'lexistence d’au moins un diviseur
commun. Les diviseurs communs @detb sont inkrieursaa etb, il y en a donc
un nombre fini d'ai I'existence d’un plus grand diviseur commun.

Exemple :
PGCD(8;12)=4

Définition :

Lorsque le plus grand diviseur commun de deux nombresh estégala 1,
on dit que les nombresetb sontpremiers entre eux

Exemple :

— 2 et 3 sont premiers entre eux ainsi que 13 et 12;
— 2 et 4 ne sont pas premiers entre eux car 2 est un diviseur comen4.
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1.2 Application a la simplification de fractions

Définition :

Une fraction} (avect # 0) est diteirr éductiblelorsquea etb sont premiers
entre eux.

Exemple :
12 _ 4x3 _
8 T 4x2

12

2 2 n'est pas ireductible mais} I'est.

Propri été :

Pour rendre une fractioh (avecb # 0) irréductible on la simplifie par le plus
grand diviseur commuaa etb.

Preuve :
Soitd le PGCD dez etb. Il existe donc un nombretel quedr = a et un
nombres tel queds = b. On a donc

a dr T
b ds s

Il restea justifier que est iréductible c'est dire quer et s sont premiers entre
eux c’esta dire encore que le plus grand diviseur comrautret s est 1. Soit
donc un diviseun communar ets. Il existe donc”’ tel quer = r'n et il existe

s’ tel ques = s'n. D’'oU a = dnr’ etb = dns’ et doncdn est un diviseur commun
aa etb. Commed est le plus grandin = d doncn = 1.

1.3 Recherche pratique du PGCD de deux nombres
entiers naturels

1.3.1 Propriétes utiles (Hors Programme)

Propriéte :
Si k est undiviseur commuraux deux nombres etb alors il diviseaussia — b
eta + b.

Preuve :

Si k est un diviseur commun deetb, il existe deux nombres entiers positifs
etp tels quea = kn etb = kp donca + b = kn + kp c’esta dire

a+ b = k(n + p) en factorisant pak. Cela montre qué divise aussi + b. On a
de némea — b = k(n — p) ce qui montre qué est un diviseur de — b.
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Propri éte :
Soienta etb deux nombres entiers avec> b eth # 0. Sir est le reste de la
division euclidienne de parb, alorsPGCOa ;b)PGCDOb ;).

Preuve :

r est le reste de la division euclidiennedparb donc il existe un nombre entier
r tel quea = bq + r. On appellel le PGCD dez et deb. d divisea etb donc il
divisebq eta donc il divise aussi — bq. Maisa — bg = r doncd est un diviseur
der etb. Il restea montrer que c’est le plus grand diviseur comrauretb. On
consicere donc un diviseur communar etb. Il divise donchq etr donc c’est un
diviseur debg + r et deb c’esta dire dea et deb. Commed est le plus grand
diviseur commuraia etb, k < d doncd est bien le plus grand diviseur comman
betr.

1.3.2 Utilisation de I'algorithme d’Euclide

On suppose que > b.

étape 10n divise a par b et on obtient le reste r;

étape 2si le reste r vaut 0, alors I'algorithme est ter@ifPGCD(a ;b)=b;

étape 3si le reste r est non nul, alors on recommenckétape 1 avec le
nombre ba la place de a et le nombra&ta place de b.

Preuve partielle :

Il existe deux entiers naturejset r tels quea = bg + r avecr < b (division
euclidienne). Sir = 0, a = bq etb = 1b doncb est le PGCD de etb. Sir # 0,
alors il existey, etr, tels queb = ¢or + 15 @vecry < r < b Siry # 0, 0n
continue le proede. Comme les restessont des entiers positifs ou nuls
décroissants, I'un des resteslevraétre nul et i s’agit de montrer que I'avant
dernier reste non nu et I'on peut montrer guest le PGCD de etb.

Exemple :
PGCD de 1078 et 322

division a b r
1078 = 322 x 3+ 112 | 1078| 322 | 112
322 =112 x 2 + 98 322 | 112 | 98
112 =98 x 1+ 14 112 | 98 | 14
98=14x7 98 14 0
Donc PGCD(1078;322)=14;
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1.3.3 Utilisation de I'algorithme des differences successives

Technique :

Le PGCDde deux nombres est leéme que IeGCDdu plus petit et de la
différence des deux.

Par differences successives, on diminue donc les deux nombres,gusgque la
différence fasse 0

Exemple :
Calcul du PGCD de 576 et 168 :

differences
576 168 408
408 168 240
240 168 72

168 72 96
9% 72 24
72 24 48
48 24 24
24 24 0

On a PGCD(576 ;168)=PGCD(408 ;168)=...=PGCD(24 ;24)=24 donc le PGCD
est la derrére diference non nulle dans les difences successives.

Preuve :

Soienta etb deux nombres avec > b, il s'agit de montrer que le PGCD deet
deb est aussile PGCD de— b et deb.

On appellel le PGCD de: et deb. d divisea etb donc il divisea — b comme on
I'a vu plus haut et il divisé. Doncd est un diviseur dé et dea — b. Il s’agit
donc de montrer que c’est le plus grand. On comgdionc un autre divisedr
dea — b et deb. Il divise doncb etb + (a — b) = a donc c’est un diviseur de et
deb et il est donc plus petit quéqui est le PGCD de et deb. Doncd est bien le
plus grand diviseur commuab etaa — b.

1.4 Synthese sur les nombres

1.4.1 Nombres entiers naturels
0:1:2;etc.

1.4.2 Nombres entiers relatifs
...;-103;...;-2;-1;0;1;2; ...
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1.4.3 Nombres @cimaux

Définition :

-

Un nombre @cimal est un nombre don&kriturea virgule ne comporte qu’u
nombre fini de chiffres aps la virgule.

Exemples :
4,25;12 ;79,066 ; etc.

1.4.4 Nombres rationnels

Définition :

Un nombrerationnelest un nombre qui peutécrire sous la forme d’un qug
tient de deux nombres entiers relatifs.

Exemples :

10 ~ . =1 . __ 28
3 ~ 3,333 ; = ; 7=

1.4.5 Nombres irrationnels

Définition :

] En nombrerrationnel est un nombre qui n’est pastionnel

Exemple :
\/2 est irrationnel.

Preuve :

Supposons que’2 est rationnel.

On donc peut trouver deux nombres entiers relatiésh tels quey/2 = 7-0n
peut néme supposer que la fractigrest iréductible, c’esa dire quen etb sont
premiers entre eux. Alors :

=
donc ,
(5)2 =2
dou )
a
ik
et

a’ = 20
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donc 2 divisez?. Or a? est un nombre pair seulement lorsquest lui-néme pair.
donc 2 divise aussi. On peut don@&crire quez = 2r donc quez? = 472 d'ou
4r? = 2b% et2r? = b2. Donc 2 diviseh? et par suite 2 divisé et 2 divisea : ce
n'est pas possible puisque I'on a suppastb premiers entre eux. Do
I'hypothése de @part est Bcessairement fausseé? est don irrationnel.



Chapitre 2

Theoreme de Thaks et reciproque

11



CHAPITRE 2. THEOREME DE THALES ET RECIPROQUE 12

2.1 Théoreme de Thaés

Théoreme :

On consieére deux droites (d) et (d"Esantes en un point A. Soit M et B deux
points de la droite (d) et N et C deux points de la droite (AC). Si les droites
(MN) et (BC) sont paraélles, alors les triangles AMN et ABC ont leurBtes
proportionnels. C'esa dire :

AM AN _MN
AB ~ AC ~ BC

B M N
M B B
A
A A
C

Preuve (cas patrticulier) :

Soit AMN un triangle avec B appartenan{AM] et C appartenard [AN] tels
gue (MN) et (BC) sont paradles. Cette @monstration utilise sysmatiquement
la formule de calcul de l'aire d’un triangle de bdset de hauteur ass@a/ :
bxh
Lés triangles MBC et NBC ont la base [BC] commune et des hauteurs @ssoci
a [BC] de néme longueur donc ils ont lagme aire.
Par congquent,
aire(BCM)  aire(BCN)

aire(BCA)  aire(BCA)
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En outre, en cons&tant les triangles ABN et ABC, ils ont la8Bme hauteur issue
du sommet B (c’est la hauteur asseau 6té [AC] dans le triangle ABC et la
hauteur assoee au 6te [AN] dans le triangle ABN).

Par congquent,
aire(BCN) AN

aire(ABC)  AC
De méme, en consietant les triangles ABM et ABC, on a

aire(BCM)  AM

aire(ABC)  AB

Finalement, on a donc
AM AN
AB  AC

Exemple d'utilisation :

G

Sur la figure ci-contre7 € (DE), H € (DF) et(HG)//(EF). D'aprées le

théoeme de Thals,
DE DF EF

DG DH HG

Donc
4 5 EF
DG 6 10
De
4 5
G 6
on ceduit
DG 6
4 5
donc 6
DG = g X 4

c’esta direDG = %
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De
5 EF
6 10
on deduit
EF = g x 10

c'estadireFF = %0 doncEF = %

2.2 Reciproque du theoreme de Thaks

Théeoreme :

Soient (AB) et (AC) deux droitessantes en A. Soit M un point de la droite
(AB) et N un point de la droite (AC). Si les points A, B et M d’une part, A| C
et N d’autre part, sont dans leéme ordre et si

AM AN
AB  AC
alors les droites (BC) et (MN) sont paraiis.

N
B M M
M B A
B
A N
A N C C C
Exemple :
Sur la figure ci-dessous, on suppose duié= 2, UB =1, AS = 3 et
SR =1,5.
On cherche savoir si dans ces conditions, les droitBs?) et (SU) sont
paralkles.
U appartienti (AB), S appartienti (AR) et A, U, B d’une part,4, S, R d’autre
part sont dans le éme ordre.
D’une part,4% = 2
AS

’ _ 2
D’autre part,77 = 15 =3

On constate qug% = 2‘—}"% donc d’apes la Eciproque du thoreme de Thats, les
droites(BR) et (U S) sont parakles.
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3.1 Fonctions affines

Définition :

Soienta et b deux nombres. On appelfenction affinef le pro&de qui,a
chaque nombre, associe le nombrer + b.

Onnotef : x — ax + b

Le nombrenz + b est appe# 'image du nombrer par la fonctionf et est noé

f(z) (lire” f dex”).

Exemple :
Onconsigref : x —— —2x +5
e f(0)=—-2x0+5
f(0)=5
5 est I'image de 0 par la fonction affinfe
o f(3)=-2x3+5
f(3)==3+5
f(3) =2
2 estl'image de} par la fonction affinef.
e Cherchons le nombre qui a pour image 4 par la fonctiofi:
Onaf(z) =4donc—2z +5=4dou—2z = —letr = 1.
Le nombre qui a pour image 4 par la fonction affifiest donc%, c’esta dire

F3) =4,

3.2 Fonctions lincaires

Définition :

a désigne un nombre fex
Le pro@&dce f qui a tout nombrer associe le nombrex est appet fonction
linéaire
On note
froxr—ax

Le nombreuz est aussi né f () et appedimagedu nombrer par la fonction
linéairef.
Le nombreu est appdt le coefficiende la fonction lirgaire.

Exemple :

la fonction lirgaire f de coefficientt associe au nombile nombre3 x 4 c'est
adirel2. Onécrit f(3) = 12.

Elle associe au nombre3, 1 le nombre—12, 4, c'estadiref(—3,1) = —12, 4.
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Remarque :

Soit f la fonction affinedéfinie parf : x — ax + b.

f estde laformeg : x — ax lorsqueb = 0.

Toutefonction linéaireest donc unéonction affine Par contre unénction
affinen’est unefonction lingéaireque sib = 0.

3.3 Repréesentation graphique de fonctions

Définition :

La représentation graphiqud’une fonctionf dans un regre dong est I'en-
semble des points de coord@as(z; f(x)).

Propri été :

La repesentation graphiqude lafonction affinef : x — ax 4+ b est une
droite.

Les points de cette droite sont les points dont les coorées(n; y) verifient
I’ équationy = ax + b.

On dit que cette droite a poéquationy = ax + b.

Définition :

On consi@re lafonction affinef : z +— ax + b.
e Le nombreu est apped coefficient directeude lafonction affinef ;
e Le nombreb est apped ordonreea I'origine de lafonction affinef.

Exemple :

frz—0,524+3

Soit (D) sa repesentation graphique.
f(0) = 3 doncA(0; 3) appartient (D,).
f(=2) = 2 doncB(—2;2) appartient (D,).
On obtient le tableau de valeurs suivant :

T 01
flz) |47
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Propri été :

Dans un repre, larepiesentation graphiquae lafonction lineairede coef-
ficient a est la droite qui passe par l'origin@ du regere et par le point de
coordones(1; a).

1%

preuve :
la repesentation graphique est foeedes points de coordoees(x; ax). On
admettra gu’ils sont aliges. Les points de coordodes(0; a x 0) et(1;a x 1)
c’esta dire(0;0) et(1; a) sont donc sur cette droite.

3.4 Lien avec la proportionnalite

3.4.1 Fonctions lireaires et proportionnalité

Exemple :
On consi@re un care de ©téx cm.
e On s’interesse d’'abord son g@rimétrep(x).
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r | 3/35]5
p(x) | 12| 14 | 20

Ce tableau est un tableau de proportiongalé coefficient.

Le pro@de p qui, a un nombre: associe le nombrér est une fonction ligaire

de coefficientt.

On ap(3) =4, p(3,5) = 14, etc.

e On s'interesse ensuit@ son aired(x).

x | 3] 35 |4
A(z) [9]12,25| 16
Ce tableau n’est pas un tableau de proportionmaditn’est pas une fonction
linéaire.

Propri été :

Deux grandeurs somtroportionnelledorsque I'une est unénction linéaire
de l'autre. Lecoefficientde lafonction lineaireest alors aussi unoefficient
de proportionnalié.

Preuve :

Deux grandeurs ety sont proportionnelles si les valeurs gls’obtiennent en
multipliant les valeurs de correspondantes par ureme nombre, c’esta dire
si y est une fonction ligaire de coefficient des valeurs de.

3.4.2 Lien avec le calcul avec pourcentages

Propriété :

e Prendre 15% d’un nombre revienta le multiplier parll—(i],on a alors la
fonction lingaire:
f:x+—0,15x

e Augmenter de 15% un nombzerevienta le multiplier parl, 15, on a alors

la fonction linéaire:
1+ 2
LT — —
gz 1007

e Diminuer un nombre: de 15% reviena le multiplier par), 85, on alors la

fonction lineaire: 15
h: 1——
v (1= )"

preuve :
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e CONNU;

e |le nombrexr augmente de 15% donc 'augmentation esgl(%eet par suite le
nombrex devient apes augmentation + s> = (1 + 1)z = 1, 15z;

e le nombrer diminue de 15% donc la diminution est éﬁ% et par suite le

nombrez devientr — 22 = (1 — ;2)z = 0, 85z.

3.4.3 Fonctions affines et proportionnalié

Propri été :

Pour unefonction affinef définie parf(z) = ax + b, il y a proportionnalié
entre les accroissements:det les accroissements dér). Plus pécigment,
lorsquexr augmente dé, f(x) augmente déa.

Preuve :

Soit f la fonction dfinie parf(z) = azx + b.

Pour tous les nombresety, I'accroissement des valeurs devaut f(z) — f(y),
il sagit de justifier qu'il est proportionna@l I'accroissement — y dex ay, c’esta
dire que les quotients~/() sont tousegaux in@épendamment deety.

Or,

flx) = fly)  ax+b—(ay+D)

r—y r—y
_ar+b—ay—>b
- p—
_ar —ay
R
_a(z —y)

=Y

=a

3.5 Determination des fonctions lireaires et affines

3.5.1 Fonctions lireaires

Exemple :

Soit f la fonction lircaire telle quef(3) = 12, 6.

f est lintaire donc de la formé : z — ax aveca a determiner.
Or f(3) = 12,6 et f(3) = a x 3donca x 3 = 12,6.
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D'olia = 128 c'esta direa = 4, 2.

Doncf :xw— 4,2z.

3.5.2 Fonctions affines

Propri été :

Le coefficient directeur. d’'une fonction affinef telle quef(z4) = ya et
f(zp) = yp est dong par :

Ya —YB
@ = —
TA—TB

Preuve :
Voir paragraphe g@adent.

Exemple :

Déterminer la fonction affing telle quef(3) =9 et f(—2) = —1.

f est une fonction affine donc de la fornfie x — ax + b aveca etb deux
nombresa ceéterminer.

On a vu que les accroissements sont proportionnels avec pour coefficient de

proportionnalié a.
_ fB)=f(=2) _ 9=(=1) _ 10 _
Donca = ===~ = 5759y = 5 = 2

Enoutref(3) =9 et f(3) = 3a + bc'estadiref(3) =3 x 2+ b donc
3 x2+4+b=9cestadire6 + b =9 ouencoré = 3.
f estla fonction éfinie parf(z) = 2x + 3.
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4.1 Carrées etracines carees

Définition :

Soita un nombre positify/a (lire "racine careedea”) est le nombre positif
dont le care est le nombre.

Remarque :
L écriturey/a n'a pas de sens si le nomhreest strictement&gatif.

Propri été :
Poura > 0,
(Va)* = a
Va —a

Exemples de calcul de racines cages :

— mentalement/0 =0,v1=1,V/4 =2

— avec une calculatrice : 4,8 estlaleur exactale /23, 04, c’est donc la racine
caree de 23,04 mais 1,414213562 est uakeur approckede /2, ce n'est
pas la racine caee de 2.

4.2 Resolution de l'equationz? = a

Propri étée :

L équationz? = a admet :

— deux solutions/a et—y/a Sia > 0;
— une unique solution 0 & = 0;

— aucune solution si < 0.

Preuve :
Sia>0

¥ — (Va)? =
(v = Va)(w + Va) =0

[N}
I
o O Q2
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Un produit est nul lorsque I'un des deux facteurs est nul,

doncx — \/a=0o0uz ++/a=0

c'estadirer = Jaouzr = —/a

Donc I'equation admet deux solutions distinctgs et —/a.

Sia = 0 le méme raisonnement conduit a deux solutidghet —/0 donc une
seule solution 0.

Sia < 0, tout caré étant positif, pour tout nombre 22 est positif donc diférent
dea d’ou pas de solution.

4.3 Operations sur les racines carees

Propri été :
Poura > 0 etb > 0,
Vva x Vb =+Vaxb
Poura > 0 etb > 0,
va_ Ja
b \b
Preuve :
(Va x Vb)* = (vVa)* x (Vb)?

=aXxb

doncy/a x v/b est un nombre positif qulevé au care donnez x b.
Or+/a x b est par @finition le nombre positif dont le ca&wvauta x b.

Donc+/a x vb = va x b. De méme,

(\/_a)Zzﬂ2
Vb
)

donc% est un nombre positif quéleve au cargé donne;.

Or /% est par éfinition le nombre positif quéleve au caré donne;.
D’ou I'égalié.
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Exemples :
A:—\/E
2
. 4x3
2
A:\/A_Lx 3
2
A:2><\/§
2
A=13
B—\/ﬁ
V2T
21
B=4/=—=
27
B_ 3 X7
3x9
Byl
9
gV
V9
BT
3
C =5V2-82
C=(5-8)V2
C=-3V2
Remarque :

En geréral,va + b # /a + V/b.
Par exemple,/16 + 9 = 5 maisy/16 + v/9 = 7.

26
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5.1 Cosinus, sinus et tangente d’'un angle aigu

C
cote oppog hypo&nuse

alangleen|B /

A B
" cot¢ adjacent
alangleenB

5.1.1 Cosinus (rappel)

Définition :
COS(@) _ longueur du czte ad,Jacent
longueur de I'hypdtnuse
5.1.2 Sinus
Définition :

On appellesinusde I'angle aiguA BC, le nombre natsin ABC' défini par :

longueur du 6té oppog

in(ABC)) =
sin(ABC) longueur de I'hypdtnuse

5.1.3 Tangente

Définition :

On appelletangentede I'angle aiguABC, le nombre ndt tan ABC' défini
par :
longueur du 6té oppog

tan(ABC) = g
an( ) longueur du 6té adjacent

Remarque :
Le sinuset lecosinusd’un angle aigu sont compris entre 0 et 1, ce n’est pas le
cas de laangente
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5.2 Application au calcul d’angles et de longueurs

La calculatrice doiétre en mode DEGES.

5.2.1 Calcul du sinus, de la tangente ou du cosinus d’'un angle
dont la mesure est connue

Exemple :

Calcul desin(60°).

Ontape60 sin = ousin 60 = suivant le moéle de calculatrice.
Il s’affiche 0,86602540.

Attention ce n’est qu’une valeur appra@shdesin(60°).

Arrondiea 0,01 pes on a 5in(60°) ~ 0, 87.

5.2.2 Calcul de la mesure d’'un angle

Cas ai I'on connait la mesure de I'angle

Exemple :

Calcul de I'angler dont la tangente vaut 3.

Ontapel, 3 tan~' =outan™ 1,3 = oul3 inv tan = oul,3 L =
etc. suivant les calculatrices.

Il s’affiche 52,43140797.

Attention, ce n’est qu’une valeur apprdh
Arrondiea 0,1 peson a = ~ 52, 4°.

Cas au I'on connait deux longueurs dans un triangle rectangle

Exemple :

Soit EFG un triangle rectangle ef avecEF = 2,6 cm etEG = 4 cm.
Calcul de I’angIeE/G\F.

Dans le triangley F'G rectangle erd, on connit le cté oppog a I'angle et
I'hypoténuse :

sin@ =

I}

Y

Donc 'angle EGF mesure 40 Senviron.
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5.2.3 Calcul de longueurs

Exemple :

Soit ABD un triangle rectangle eB tel queAB = 9 cm etBAD = 40°.
Calcul de la longueuBD.

Dans le triangled B D rectangle erB, on conn# I’angle@ et le dté
adjacent, on cherche |&t oppos :

—— BD

tan BAD = —
an BA
BD

tan40° = —

DoncBD = tan40° x 9 c'esta dire BD ~ 7,6 cm.

5.3 Relations trigononetriques
C

Propri été :

Lorsque deux angles sont corapientaires, lsinusde I'un estegal aucosi-
nusde l'autre. C’est dire, pour tout angle aigu x,

cos(z) = sin(90 — x) et sin(x) = cos(90 — )

Preuve :
— AB
ABC) = —
cos(ABC) BO
= sin(ACB)

Propriété :
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Pour tout angle aigu X,
cos®(z) + sin*(z) = 1

ou on note
(cos(x))? = cos®x

Preuve :

.~ AB, AC.
cos®(ABC') +sin“(ABC) = (B—C) + (B_C)
AB?  AC?
~acc T Bee
_ AB?+ AC?

-~ BC?

D’apres le tleoreme de Pythagore dans le triangle ABC rectangle en A :

BC? = AB? + AC? Donc

— _ BC2
2 s 02
cos“(ABC) + sin“(ABC) = B2
=1
Propri éte :
Pour tout angle aigu tel quecos(x) # 0,
tan(z) = sin(x)
cos(z)
Preuve :
tan(A/B\C) = ﬁ—g
sin(ABC) 4%
cos(ABC)  Bc
_4Ac Be
~ BC~ AB
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5.4 Valeurs particulieres du cosinus, du sinus et de

la tangente
angle| cosinus| sinus| tangente
0° 1 0 0

o V3
w | g [ 5 &
40 | 2 | L2 1
o |

5.5 Angles inscrits

Définition :

Sur un cercleC de centre O, on conside trois points A, B et M. L'angle

AOB est appe# angle au centreOn dit que I’angleW\B estinscritdans le
cercle.

Propriété :

L'angle inscritAM B est tel quel, se situe du rame ©té que O par rappoé
la droite( AB) a, lors il a pour mesure la magtide la mesure de I’ang@
c'estadire: - .

AOB=2x AMB

Preuve :
admise
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6.1 Produits et sommes

Propri étés :
k(a+0b) = ka + kb
—_——
produit somme
(a+b)(c+d) =ac+ad+bc+bd
*,—/ ~~
produit somme
Preuve :

— Distributivité admise ;
— Pour tous les nombres b, c etd,

(a+0b)(c+d) = (a+b)c+ (a+ b)d distributivite aveck = (a + b)
=c(a+b) +d(a+Db)
= ca + cb + da + db distributivité

Définition :

— Développerconsistea partir d’'une expression sous forme d’usgmme
pour obtenir une expression sous formepdsduit

— Factoriser consistea partir d’'une expression sous forme d’usmmmea
partir d’'une expression sous forme pi@duit

Exemple :

(5+2)(3—x) =15+ 3z — 5r — 2*
=—a2*—2r+15

6.2 Identites remarquables

6.2.1 Carré d'une somme

Propri été :
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(a+b)? = a* + 2ab + b

Preuve :
Pour tous les nombresetb,

(a+b)* = (a+b)(a+D)
=axat+axb+bxa+bxb
=a’+ ab+ ab+ V?
=a*+ 2ab+ b?

6.2.2 Carré d’'une difference

Propri étée :

(a —b)* = a* — 2ab + b

Preuve :
Pour tous les nombresetb,

(a —b)*= (a—b)(a—b)

=axa+(=b) xa+ax(=b)+ (=b) x (=b)

=a?—ab—ab+b*
=a? — 2ab + V?

6.2.3 Produit d'une somme de deux termes par leur diffrence

Propri été :

(a+b)(a—0b) =a®— b

Preuve :
Pour tous les nombresetb,

(a+b)(a—b)=axa+ax(=b)+bxa+bx(=b)

=a®—ab+ab—1?

:a2_62
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6.2.4 Exemples
Exemples :
A= (3+z)

A=32+2x3xzx
A=2>4+62+9

3
B = (2 —y)?
(2 Y)
3 3
B=(2)2_-2x2 2
(2) X Xy+y

9
B=>--3 2
1 T3y

C=(5+2x)(5—2x)
C =5 — (2z)?
C =25 — 2%z?
C =25 — 42°
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7.1 Equations du premier degré & une inconnue

7.1.1 \Vocabulaire

Définition :

— Uneéquationest uneégali€ dans laquelle appataine lettre appékeva-
riable ouinconnuesouvent natex.

— Résoudreune équation, c’est trouver tous les nombregpour lesquels
I égali€ est vraie. Ces nombres sont ajgsdessolutionsde I'équation.

Exemple :

— L’ équation suivante est du premier degar le nombre: estéleve a la
puissance 1. La seule inconnue est le nombre

3z —2)= 5x+1

1ler membre  2nd membre

— L' équation
> —1=38

est du second degrcar le nombre estélee a la puissance 2.

7.1.2 Methodes de eésolution

Regle de conservation deggalités :

Regle 1 : L égalie est consele (c’esta dire reste vraie ou fausse) lorsq
I'on ajoute (ou on soustrait) le @me nombre dans les deux membres
I egali€.
Regle 2 : L égalie est conseie lorsqu’on multiplie (ou on divise) les dev
membres de €gali€é par un le me nombre non nul.

Exemple :

ue
de

UX
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3(x—2)=br+1
3x — 6 = 5z + 1 on developpe pour supprimer les parekghs
3x — bxr — 6 = bx — bx + 1 (on ajoute — 5x aux deux membres)
—2x — 6 = 0z + 1 (on réduit)
—2x — 6 = 1 (on simplifie)
—2x — 6+ 6 =1 + 6 (on ajoute 6 aux deux membres)
—2x = 7 (on simplifie)

—2 7 - e
—; == (on divise par 6 les deux membres degali€)
-7
rT=—
2
r=-3,9

vérification :
D’'une part,3 x (—3,5 —2) =3 x —5,5 = —16, 5 D’autre part,
5x —3,5+1=—17,5+1 = —16,5 La solution de lequation est don(‘77.

7.2 Equations produit nul

7.2.1 \ocabulaire

Définition :

Uneéquation produit nuest uneequation de la formel x B =0o0u A et B
sont deux expressions Ettales du premier degde la néme variable.

Exemple :

—xx(x—-3)=0
(@0 1)) =0

Remarque :
Uneéquation produit nuh’est pas un@quation du premier degr. par exemple
2z —1)(—2+3)=-22"+6x+z—3=22%+ Tz — 3
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7.2.2 Methode de esolution

Propri étée :

] Un produit est nul lorsque I'un des deux facteurs est nul.

Exemple d’application a la résolution :

(2 — 1)(—z + 3) = 0 est uneéquation produit nul.

Le produit est nul lorsque I'un des facteurs est nul.

Donc

2r—1=00u—xr+3=0cestadire2c =10ou—x = —3

doncz = ouz =3

verification :(2 x 0,5 —1)(—-0,54+3) =0et(2x3—-1)(—3+3) =0Les
solutions de equation sont 0,5 et 3.

7.3 Inéequations du premier degg a une inconnue

7.3.1 \Vocabulaire

Définition :

— Une inequationnéquation est une @galie dans laquelle appdtaun
nombre variable inconnu souvent aot

— Résoudre unénéquation c’est trouver tous les nombrespour lesquels
I'in égalié est vraie.

Exemple :

3r—5 <7+ 8x
est une igquation.

7.3.2 Methode de esolution

Propri étée :

— L'ordre est conse®lorsque I'on ajoute (ou I'on soustrait) leme nombre
aux deux membres de l'egalii.

— L'ordre est conse® lorsque I'on multiplie (ou I'on divise) les deux
membres de l'iggali€é par le néme nombre strictement positif.

— L'ordre est inveré lorsque I'on multiplie (ou I'on divise) les deux membres
de l'inégalié par le neme nombre strictemenégatif.
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Preuve :
soienta etb deux nombres tels gue> a. cela revieng dire que la diérence de

b aveca est positive H — a > 0 Soitc un autre nombre.

— Cas de l'addition b — a > 0 doncb — a + ¢ — ¢ > 0 C’esta dire
b+ c¢—c—a>0ouencorgb+ c) — (a+ ¢) > 0 donch + ¢ est sugrieura
a—+c.

— Cas de la soustraction : deeme que I'addition.

— Cas de la multiplication : si > 0 alorsc x (b — a) > 0 (produit de deux
nombres positifs). Doneb — ca > 0 en distribuant. Cela signifie que le
nombrecb est sugrieur au nombrea c’esta direch > ca.

Sic < 0alorse x (b — a) < 0 (produit d'un nombre positif avec urégatif).
Donceb — ca < 0 et donced < ca.

Exemple :

3r—T7<5+8x
3x —7—8X < 5+ 8z — 8z on enkve 8x aux deux membres
—bx — 7 < 5 on simplifie
—bx — 7T+ 7 < 5+ 7 0n ajoute 7 aux deux membres
—5x < 12 on simplifie

-5 12 . L
—; > = on divise par -5, l'ordre est invees
- —12
x —
5
x> —2,4

On repésente les solutions sur une droite gie@ltBz — 7 < 5 + 8x a pour
solutions les nombres sugérieurs olegauxa -2,4.

fidianarsnsannan

3x — 7 < 5+ 8z a pour solutions les nombressugerieurs strictemerd -2,4.

/%HW
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8.1 Translations et vecteurs

Définitions :

— On dit que deux droites ont lagmedirectionlorsqu’elles sont paralles ;
— unedirection étant donge par une droite (AB), il existe dewensde par-
cours de cette droite.

Définition :

Soient deux points A et A ainsi que la translation qui transforme A en A.
Soient des points B et C ainsi que leurs images par cette translation. On dit
gue les couples (A;A), (B ;B’) et (C;C’) éfinissent urvecteur On noteA A’
ou BB’ ouC'C’ ou encorei. On a donc

— —

AA' = BB =CC' =@

Remarque :

Dire queAA’ = BB’ signifie donc :

— (AA) et (BB’) sont paralkles, les deux vecteurs ont donémmedirection;
— les deux vecteurs ont leémesensde A vers A';

— ils ont la néme longueurd A’ = BB'.

Propri été :

— Siun point | est le milieu d’'un segment [AB], aloxsl = I B;
— Siun point | \erifie AT = I B, alors | est le milieu du segment [AB].
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Preuve :

— Sil estle milieu de [AB] alorsA] = IB, A, I etB étant aliges dans cet
ordre, les vecteurd et B ont méme direction et le sens de A vers | est le
méme que celui de de | vers B;

— Si Al = IB alorsAI = IB, les droites (Al et (IB) sont parailes donc
confondues et les points A, | et B sont donc aéignlls sont aligas dans cet
ordre d’apes le sens des vecteurs.

8.2 Egalité vectorielle et paralElogramme

Propri été :

Soient quatre points A, B, C et D.
— SiAB = CD alors le quadrilaire ABDC est un paraélogramme
— Sile quadrilag¢re ABDC est un para@logramme, alorsiB = CD.
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Preuve :

— On suppose qué B = C'D, alors les droites (AB) et (CD) sont parlis et
AB = CD. Siun quadrilagre non croigé a deux 6tes opposs parakles et de
méme longueur, alors c’est un pagtigramme. Donc ABDC est un
paralElogramme.

— On suppose que ABDC est un paghtigramme. Si un quadrikate est un
paralElogramme, alors se$s opposés sont paradlles et de rame longueur.
DoncAB = CD et (AB) et (CD) sont paradlles. Le sens de Avers Betde C
vers Détant les rBmes, on a dondB = C'D.

8.3 Somme de deux vecteurs

Propri été et definition :

Appliquer la translation de vecteutB puis la translation de vecteuBC,
revienta appliquer la translation de vected€’. On dit que la compd=e de
deux translations est une translation. On dit aussi que le vedi€uest la
somme des vecteussB et BC. On noteAB + BC = AC (relation dite de
Chasles.

Remarque :

— Le vecteurAA ou BB est appe# vecteunul et no€ 0. on aAB + O = AB.

— Le vecteurBA est appe le vecteupppog au vecteurd B et noé — AB car
AB+ BA =0.
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Propri été (regle du paralelogramme :

Soient trois points A, B et C non alig@s. Si M est un point tel que le quadr
latére ABMC est un paradlogramme, alors la somme des vectedifs+ AC
est le vecteurd M.

Preuve : . .
ABMC est unparaﬁlggramme don@C = BM. Donc
AB+ AC = AB + BM c’estadireAB + AC = AM.

8.4 Compoge de deux syratrie centrales

Propri étée :
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Soient A et B deux points. Appliquer la sytnie centrale de centre A puis
la synetrie centrale de centre B revieatappliquer la translation de vecteur
i = 2AB oul'onano€2AB = AB+ AB. On dit que lacompogedes deux
symetries de centres A et B est la translation de vecels.

Preuve :

Soit M un point, M’ son syratrique par rapport au point A et M” le syatriques
de M’ par la synitrie de centre B. M et M’ sont sy@triques par rappoet A
donc A est le milieu de [MM’]. M” et M’ sont syratriques par rappott B donc
B est le milieu de [M’'M”]. Si dans un triangle, un segment joint les milieu de
deux ®dtés du triangle, alors il a pour longueur la meitu troiseme ©té. Donc
MM" =2AB. Soit C le point tel queﬁfC = 2 x AB. Sidans un triangle, une
droite passe par les milieux de dewté&s du triangle, alors elle est pasdé au
troisieme ©&té. Donc (MM”) et (AB) sont paradlles c’est dire (MM”) et (AC)
sont parakles. Le sens de M vers Mtant le néme que de A vers C, on en
déduit donc queV/ 1" = AC doncM M" = 2AB.
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9.1 Lesrotations

Définition :

Soit O un point ety un angle. Dans leotation de centre O d’angle dans le

sens direct, tout point M a pour image le point M’ tel que :

* OM = OM';

o MOM' = «;

¢ larotationa lieu dans le sens indigar la feche (dans le sens des aiguilles
d’une montre si cela n'est pasquie).

Remarques :

e L'image du point O par uneotationde centre O est le point O quel que soit
l'angle;

e Une synetrie centrale est unetationd’angle 180° ;

e Unerotationd’angle 90 ° est appéelun quart de tour;

e Unerotationd’angle« dans le sens direct est ur@ationd’angle
360 — o ° dans le sens indirect.

Preuve :
Evident

Propri étés :

] Lesrotationsconservent les longueurs, les angles, les alignements. et Ies\ aires.
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9.2 Polygones eguliers

Définition :

Un polygone egulier est un polygone dont tous lestés ont la néme lon-
gueur et dont tous les angles séghux.

Propri été et definition :

Il existe un cercle passant par tous les sommets g@aiggone égulier:
on I'appelle le cercle circonscrit gqublygone egulier Son centre est apfe
centre duyolygone egulier.

Preuve :
admise.

Propri été :

Tous lesangles au centrd’un polygone egulieran cotés ont la @me me-
.360°
sure :

" n

preuve :
Soit A; A5 As... A,, un polygone egulieran cotées de centr®. PuisqueA;, A,,
..., A, 11 sont sur le cercle de centf® on aOA; = OA, = ... = OA,. En outre,

le polygoneA; A, As... A, est égulier donc les@ées A, As, Ay As,...,A,_1 A,
sont tousgaux. Les triangle®@ A, A, OA5As, ...,0A,_1 A, sont donc
identiques. D'al leurs angle@z, @3, ...,A7:5An. Comme la somme
de cesn angles vau860°, chacun a donc pour mesu@.
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congquence :

Si A et B sont deux sommets cogsutifs d’'unpolygone égulierde centre

O, alors larotationde centre O et d’anglelOB dans un sens quelconqt
transforme Igolygone egulieren lui-méme.
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10.1 Vocabulaire

Définition :

Un syseme déquations de deux inconnues est conétite deuxequations
ayant chacune deux inconnues.

Les solutions d’'un sysime déquationsa deux inconnues sont les couples
nombres qui @rifient les dewequationsa la fois.

Exemple :

20—y = 1
—r+4+2y = 4
2x — y est une des deudguations du sy8tne etr ety en sont les inconnues.

Résoudre ce sy8ine, c’est trouver tous les couples de nomlfeg) qui sont
solutions des deu&quations.

10.2 Meéthodes de esolution algebriques

10.2.1 Substitution

Principe :
On exprime I'une des inconnues en fonction de l'autre I'aide d’'une des
équations et on reporte I'expression dans la demeiequation.

de

Exemple :
2r—y = 1(1)
—r+2y = 4(2)
y = 2x — 1onexprimey en fonction de x avec (1)
—x+2y = 4
y = 2z—1
—z+2(2x —1) = 4 onreporte I'expression de y dans la de&meéquation

On calculer a l'aide de Iéquation restante :

y = 2z-—1
—r+4r -2 = 4

y = 2z-—1
3r — 2

Il
W
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y = 2z—1
3z = 6

y = 2zx-—1
r = 2

On reporte la valeur de trouvée pour trouvey :

y = 2x2-1
r = 2

y = 3
r = 2
On verifie ensuite que le couple trogonvient bien :

2x2-3 =1
—242x3 =4

Le syséme admet une seule solution, le cou@gs).

10.2.2 Combinaison

principe :

Dans la néthode par combinaison, on multiplie I'une ou les déguations par
des nombres convenablement choisis de telle erarjue I'une des inconnues
disparaisse par addition memlirenembre.

Exemple :
2r+3y = 5(a)
bxr+3y = 16(b)
On multiplie les deux membres de) par -5 et les deux membres (tg par 2 :

(=) x2x + (=5) x3y = (-H)x5(@x5
2xbr+2x3y = 16x2(b)x2

—10z — 15y = —25
10z + 6y = 32

On additionne membra membre la prerdre et la deuximeéquation :

102 — 10z + 6y — 15y = —25 + 32

donc
-9y =7



CHAPITRE 10. SYSTEMES D’EQUATIONS 5
C’'esta dire
_ 7
Y=79

On reporte ensuite dans I'une deguations d’origine :

7
2 3 —— =95
T+ o X 9

donc 01
20— — =25
T
c'esta dire
66
20 = —
9
donc
33
r= —
9
ou
11
rT=—
3

On \erifie ensuite :
2x 4 +3x -1 =5
EX S +3x—§ = 16

Le syseme admet une unique solutiog; —I).

10.3 Resolution graphique

M éthode :

5

Résoudre graphiqguement un syste déquations consista interpéter le
sysemea l'aide de deux fonctions affines dont les droites @spntations
graphiques ont powrquations les deugquations du sysme. La solution du
systme est alors le couple de coordées du point d’'intersection des de
droites.

Exemple :
On consi@re le systme déquations suivant :

20—y = 1
—r+2y = 4

y = 2z—1
y = 0,5z +2

qui s’écrit aussi,
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Soit (D) la repésentation graphique de la fonction affifeéfinie par

56

f(z) = 2x — y et soit(Dy) la repesentation graphique de la fonction affine

définie parg(z) = —x + 2y.

La solution du systme est le couplg; 3).
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11.1 Repres du plan

Définition :

Soient O,l et J trois points du plan.
Le repere(O;l;J) est le repre d’origine le point O, d’axes les droites (Ol) et
(QJ).

Son axe des abscisses a pour@ @ et 'axe des ordorées a pour uni OJ.
— (O;1;J) est ditorthogonalsi (Ol) et (OJ) sont perpendiculaires :

— (0;1;J) est ditorthonormalsi (Ol) et (OJ) sont perpendiculaires et Ol=0J.

”””” * I M@
| . LMD
(@) 1 ‘ (on
o . (©on : '

11.2 Coordonrees de vecteurs

Exemple :

Dans le repre (O;l;J) ci-dessous, le vectetiest cetermire par les nombres 3
et 1 (dans cet ordre).

Ces deux nombres sont appgles coordorges dei. Onécrit(3;1).

(oD |

Propri été et definition :
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Soit (O;1;J) unrepere du plan. Soitid un vecteuret soientA(z;y4) et
B(zg;yp) deux points tels qué = AB.

SoientC(z¢; yo) et D(xp; yp) deux autres points tels quie= CD.
Alorsxp — x¢ = 1 — 14 €typ — yo = yp — Ya.

On appellecoordonreesdu vecteuri le couple de nombreS: g —z 4; yp—ya).

Exemple :
M(—5;1) et N(—2;3).

IN — Ty = —2—(—5):3
yn —yn = 3—1=2

d’oll MN(3;2).

Preuve :
Admis.

Propri étée :

— Si deuxvecteurssontégaux, alors ils ont les @mescoordonies:
— si deuxvecteuront les némescoordones alors ils songgaux.

Preuve :
Congquence directe de la&finition.

Exemple :
SoientM (—5;1) et R(—2;3).
d’ot RM (3;2).
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11.3 Congquences pour le calcul d’autres coordonees

11.3.1 Coordonrees du milieu d’un segment

Propri été :

Soit (O;1;J) unrepre. Soientd(z 4;y4) et B(xp; yp). Le milieu | du segment
[AB] a pour coordonges :

TA+Ya $B+y3)

1
( 2 72

Preuve :

| est le milieu de [AB] doncAT = IB.

Les vecteursi] et /B sontégaux donc ils ont les @mes coordorges.
DoUx; — x4 =2 — 27 €Y —Ya =y — yI-
Donczx;+xr=xp+xa €ty +yr =yg+ ya

c'estadire2z; = xp+ x4 €t2y; = yg + ya

doncz; = Z81%4 ety, = YEUA

Exemple :

SoientA(2;4) et B(—4;1) et soit!(x;;yr) le milieu de [AB].
xrr = —2+(274) ety; = 444

doncz; = —lety, =3

11.3.2 Coordonrees de la somme de deux vecteurs

Propri été :

Soienti(r; s) etv(r’; ') deux vecteurs.
Alors le vecteur somme@ + ¢ a pourcoordon@es(r + r'; s + s').

Preuve :

SoientA et B deux points tels qué = AB.

Soit S le point tel quer = AS.

Les deux vecteurs soagaux donc ils ont les @mes coordorées.

Donc AS(r': s').

Soit M le point tel queABM S soit un paraklogramme.

D’aprés la Bgle du para#logrammeAB + AS = AM

Il s'agit donc de @montrer que les coordo@es ded M sont(r + r'; s + ).
Soit I le point d’intersection des diagonales du paialjramme.
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Dans un parallogramme, les diagonales se coupent en leur milieu de&st le
milieu de[AM] et de[BS].
D’OUZL‘[: %—f—%ety[: ?J?A_’_
mais aussic; = %2 + %t ety =
DoUzy + x5 =xp+2r €lYa +ys =y + Yu

donczy — x4 =5 — x5 €tyn —Ya =Y — Ys

ce qui peut €crire aussiy;, — x4 = rp — T4+ x4 — Tg €L
YM — YA =YB —Ya+Ya —Ys

cestadirexy, —xa=r+1r' etyy —ys =s+ 5.

D’ou les coordonees du vecteur somme.

Ys

in Ly

4B IM
2 + 2

Exemple: . .
AB(2;1)etBC(1;-3). AB+ BC(3;—2)

11.4 Distance dans un repre orthonormal

Propri été :

Soit (O;1;J) un repreorthonormaldu plan.
SoientA(x4;y4) et B(zp; yp) deux points du plan.
Alors la distance entrd et B est donge par :

AB = /(g —24)? + (y — ya)?

Cc'esta dire
AB?* = (zp —14)* + (yp — ya)?
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A

Preuve :

Soit M (z4;yg). Le regere (O;l;J)étant orthonormal, (Ol) et (OJ) sont
perpendiculaires. (AM) est paraléa (0OJ). Si deux droites sont pakdés alors
toute perpendiculaira I'une est perpendiculai@l’autre Donc (AM) et (Ol)
sont perpendiculaires. Or (BM) est paéddla (Ol). Donc par la rame prop@te,
(AM) est perpendiculaira (BM). Dans le triangle ABM rectangle en M, d’&s
le theoeme de Pythagore :

AB? = AM? + BM?

Or (AM) est paraklea (Ol) doncAM = yg — y4. De méme (BM) est paradlle
a (0J)don®BM = x5 — 4. D'OUAB? = (ygp —ya)®> + (xp — z4)>

Exemple :
A(5;—3) etB(3;1) :

AB?=(3-5)*4 (1 —(=3))?
AB?* = (—2)* + 4
AB? =20

D'oll AB = /20 = 2V/5.
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12.1 Meédiane d’'une €rie statistique

Définition :

La médianed’'une rie statistique est une valeur qui partage les valeurs de
la erie statistique en deux parties démme effectif. Il y a autant de valeurs
sugerieures olegalesa la nediane que de valeurs arieures olegalesa la
médiane.

Remarque :
Ordonner les valeurs de large statistique dans I'ordre croissant permet de
determiner plus facilement la@diane.

Exemples :

e On consi@re la €rie avec un nombrenpair de notes suivante : 12;7; 14;
11;9;13;7
Onordonnelesnotes:7;7;9;11;12;13;14
La médiane est la 4e note c’esdire 11.

e On consi@re la &rie avec un nombreair de notes suivante : 5;7; 15; 13;9;
12;15;13
Onordonnelesnotes:5;7;9;12;13;13;15; 15
La médiane est la valeur moyenne entre 12 et 13 @atite 12,5.

12.2 Etendue d’une érie statistique

Définition :

L’étendued’une rie statistique est la défence entre la plus grande valeur
et la plus petite valeur de |&se.

Exemple :
L’ étendue de lagsie statistique du premier exemple est 14-7=8tghdue de la
série doniee dans le deugme exemple est 15-5=10.
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